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 ين مهداويالطباعة و التصميم : حسن 
 

 The infinite seq  المتتابعات اللانهائية

  

𝑎𝑛 = 𝑓(𝑛) ∶ 𝑍
+ 𝑜𝑟 𝑁 {0}⁄  → 𝑅 

𝑊𝑒 𝑑𝑒𝑛𝑜𝑡𝑒𝑑 𝑏𝑦 〈𝑎𝑛〉 𝑜𝑟 {𝑎𝑛}𝑛=1
∞   

Ex : 

Let 𝑓 = {1,2,3,4} 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑠𝑒𝑞  

𝑎1 = 1  ,      𝑎2 = 2       , 𝑎3 = 3      ,   𝑎4 = 4 

Ex : 

Let 𝑓 = {1,2,3,4,… } 

𝑎1 = 1  ,      𝑎2 = 2       , 𝑎3 = 3      ,   𝑎4 = 4     , … , 𝑎𝑛 = 𝑛 

𝑄4 = 𝑓(𝑛) = 𝑛 

⟹ 𝑎𝑛 = 𝑛         
 الحد النون 

Ex : 

𝑓 = {1 ,
1

2
,
1

3
,
1

4
, … }   𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑎𝑛 

𝑎1 = 1     ,     𝑎2 =
1

2
       ,    𝑎3 =

1

3
       ,    𝑎4 =

1

4
 , … , 𝑎𝑛 =

1

𝑛
           

⟹ {
1

𝑛
}
𝑛=1

∞
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Ex : 

𝑓 = {
1

2
,
2

3
,
3

4
,
4

5
,
5

6
, … }   𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑎𝑛 

𝑎1 =
1

2
     ,     𝑎2 =

2

3
       ,    𝑎3 =

3

4
       ,    𝑎4 =

4

5
 , …,    𝑎𝑛 =

𝑛

𝑛 + 1
              

⟹          {
𝑛

𝑛 + 1
}
𝑛=1

∞

   

 

Ex : 

𝑓 = {−1,1,−1,1,−1,… } 𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑎𝑛 

𝑎1 = −1  , 𝑎2 = 1 ,      𝑎3 = −1    ,     𝑎𝑛 = 1 , … 

𝑎𝑛 = (−1)
𝑛    ⟹ {(−1)𝑛}𝑛=1

∞   

Ex : H.W 

𝑓 = {1,−1,1,−1,1, −1,… }  𝑓𝑖𝑛𝑑 𝑎𝑛 

Ex : 

𝑇𝑒𝑠𝑡 𝑡ℎ𝑒 {
1

𝑛
}
𝑛=1

∞

  

𝑦 = 𝑎𝑛 = 𝑓(𝑛) =
1

𝑛
 

{
1

𝑛
}
𝑛=1

∞

= {1 ,
1

2
 ,
1

3
 ,
1

4
 ,
1

5
 ,
1

6
 , … } 

𝑎1 = 𝑓(1) = 1 ⟹ (1,1) 

𝑎2 = 𝑓(2) =
1

2
⟹ (2 ,

1

2
) 
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1          2           3           4            5 

.

..

...

..

.

.

 

.

..

....

.

.

 

.

..

...

.

.

 

.

..

...

.

.

 

.

..

...

.

.

 

1 4⁄  

1 

1          2           3         4          5 

5 

4 

3 

∞ 

𝑎3 = 𝑓(3) =
1

3
⟹ (3,

1

3
) 

𝑎4 = 𝑓(4) =
1

4
⟹ (4 ,

1

4
)   

 

 

 

 

 

 

 

Ex : 

𝑇𝑒𝑠𝑡 {𝑛}𝑛=1
∞  

𝑦 = 𝑎𝑛 = 𝑓(𝑛) = 𝑛 

𝑎1 = 𝑓(1) = 1 ⟹ (1,1) 

𝑎2 = 𝑓(2) = 2 ⟹ (2,2) 

𝑎3 = 𝑓(3) = 3 ⟹ (3,3) 

𝑎4 = 𝑓(4) = 4 ⟹ (4,4) 

⋮ 

⟹  {𝑛}𝑛=1
∞  𝑑𝑖𝑣.   

 

 

1 5⁄  

1 3⁄  

1 2⁄  

⟹ {
1

𝑛
}
𝑛=1

∞

  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔 𝑡𝑜 𝑍𝑒𝑟𝑜 

1 

2 
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Remark : 

Let 〈𝑎𝑛〉 𝑖𝑛𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒 𝑠𝑒𝑞. 𝑡ℎ𝑒𝑛 〈𝑎𝑛〉 𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 𝑠𝑒𝑞. 𝑡𝑜 𝐿 𝑖𝑓𝑓 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝐿  

Remark : 

1. 𝐼𝑓 𝐿 𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑣. 𝑃𝑡 𝑜𝑓 〈𝑎𝑛〉 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝐿 𝑖𝑠 𝑢𝑛𝑖𝑔𝑛𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑣. 𝑃𝑡 
2. 𝐼𝑓 〈𝑎𝑛〉 𝑐𝑜𝑛𝑣. 𝑠𝑒𝑞. 𝑡𝑜 𝐿1 𝑎𝑛𝑑 𝐿2 𝑡ℎ𝑒𝑛 

𝐿1 = 𝐿2   
3. 𝐼𝑓 lim𝑛→∞ 𝑎𝑛 = 𝐿1  𝑎𝑛𝑑 lim𝑛→∞ 𝑎𝑛 = 𝐿2  𝑤ℎ𝑒𝑟  

𝐿1 ≠ 𝐿2 𝑡ℎ𝑒𝑛 〈𝑎𝑛〉 𝑖𝑠 𝑑𝑖𝑣 

Ex : 

𝑇𝑒𝑠𝑡 {
1

𝑛
}
𝑛=1

∞

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
=
1

∞
= 0 

{
1

𝑛
}
𝑛=1

∞

 
𝑐𝑜𝑛𝑣.
→    𝑍𝑒𝑟𝑜  

Ex : 

𝑇𝑒𝑠𝑡 {
𝑛

𝑛 + 1
}
𝑛=1

∞

 

 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑛

𝑛 + 1
= lim
𝑛→∞

(1) = 1 

{
𝑛

𝑛 + 1
}
𝑛=1

∞

 
𝑐𝑜𝑛𝑣.
→    1  
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Ex: 

𝑇𝑒𝑠𝑡 {(−1)𝑛  
𝑛 − 1

𝑛
}
𝑛=1

∞

 

〈𝑎𝑛〉 = (−1)
𝑛  (1 −

1

𝑛
 ) 

𝐼𝑓 𝑛 𝑜𝑑𝑑 

𝑎𝑛 = 〈
1

𝑛
− 1〉 

lim
𝑛→∞

(
1

𝑛
− 1) = −1 = 𝐿1 

𝐼𝑓 𝑛 𝑒𝑣𝑒𝑛 

𝑎𝑛 = 〈1 −
1

𝑛
〉 

lim
𝑛→∞

1 −
1

𝑛
= 1 = 𝐿2⟹ 𝐿1 ≠ 𝐿2 

𝑡ℎ𝑒𝑛 {(−1)𝑛  (1 −
1

𝑛
)}
𝑛=1

∞

 𝑖𝑠 𝑛𝑜𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑣. 

𝑡ℎ𝑒𝑛 {(−1)𝑛  (1 −
1

𝑛
)}
𝑛=1

∞

 𝑖𝑠 𝑑𝑖𝑣.  
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3 − 𝜖       3 + 𝜖 

 تتابعة اي اذا كانت الغاية موجودة المتتابعات المتقاربةشرط التقارب في الم

Convergene Seqs . 

Let a seq. {𝑎𝑛}𝑛=1∞  , 𝑡ℎ𝑒𝑛{𝑎𝑛}𝑛=1
∞  𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑣. 𝑡𝑜 𝐿 𝑖𝑓 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝐿 , 𝐿 ∈ 𝑅 

 تعريف  : الدقيق التقارب المتتابعات  

∀𝑛 > 𝑘 , ∃𝜖 > 0 𝑠. 𝑡 |𝑎𝑛 − 𝑎0| < 𝜖 

 ≡ 𝑎𝑛 ∈ (𝑎0 − 𝜖 , 𝑎0 + 𝜖) 

𝑖𝑡 𝑚𝑒𝑎𝑛 𝑎𝑛
𝑐𝑜𝑛𝑣.
→    𝑎0  

Ex : 

𝑆ℎ𝑜𝑤 𝑡ℎ𝑎𝑡 〈𝑎𝑛〉 = 〈3〉 𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑣. 𝑡𝑜 3 

〈3〉 = 〈3,3,3,… 〉 

|𝑎𝑛 − 𝑎0| < 𝜖  , ∀𝑛 > 𝑘 

|𝑎𝑛 − 3| < 𝜖 

−𝜖 < 𝑎𝑛 − 3 < 𝜖 

3 − 𝜖 < 𝑎𝑛 < 3 + 𝜖 

⟹ 𝑎𝑛 ∈ (3 − 𝜖, 3 + 𝜖) 

⟹ 𝑎𝑛 = 3 ∈ (3 − 𝜖, 3 + 𝜖) 

 

 ⟹ 〈𝑎𝑛〉 = 〈3〉  
𝑐𝑜𝑛𝑣.
→    3  

 

 حسب تعريف المطلق

 حسب التعريف
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𝐿𝑒𝑡 〈𝑐𝑛〉, 〈𝑎𝑛〉, 〈𝑏𝑛〉 𝑎𝑟𝑒 𝑠𝑒𝑞𝑠. 

𝑆. 𝑡  

𝑐𝑛 < 𝑎𝑛 < 𝑏𝑛 𝑖𝑓 

lim
𝑛→∞

𝑐𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = 𝐿 

(𝑖. 𝑒) 𝑐𝑛
𝑐𝑜𝑛𝑣.
→   𝐿  ,    𝑏𝑛

𝑐𝑜𝑛𝑣.
→   𝐿 𝑡ℎ𝑒𝑛 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝐿  𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑚𝑒𝑎𝑛  𝑎𝑛
𝑐𝑜𝑛𝑣.
→   𝐿 

Ex : 

𝑇𝑒𝑠𝑡 {
cos 𝑛

𝑛
}
𝑛=1

∞

  

−1 < cos 𝑛 < 1     ÷ 𝑛 

−
1

𝑛
<
cos 𝑛

𝑛
<
1

𝑛
 

lim
𝑛→∞

−
1

𝑛
= 0  , lim

𝑛→∞

1

𝑛
= 0 

⟹ lim
𝑛→∞

cos 𝑛

𝑛
= 0 

cos 𝑛

𝑛
 
𝑐𝑜𝑛𝑣.
→   0  

 

 

 

 



 م.م.ذكرى الكناني                                                                          الرياضيات                                                                                                                    

8 

 ين مهداويالطباعة و التصميم : حسن 
 

 

 

Remark : 

(1) lim𝑛→∞
𝑥𝑛

𝑛
= 0    ,      𝑥 ∈ 𝑅 

(2) lim𝑛→∞ 𝑥
𝑛 = 0  ,   |𝑥| < 1 − 1 < 𝑥 < 1 

(3) lim𝑛→∞ 𝑥
1 𝑛⁄ = 1  ,      𝑥 > 0 

(4) lim𝑛→∞ √𝑛
𝑛

= 1 

 EX : H.W   

𝑇𝑒𝑠𝑡 𝑡ℎ𝑒 𝑠𝑒𝑞𝑠 . 

(1) {
3 + ln𝑛4

𝑛2
}
𝑛=1

∞

                                                      (2) {(
3

𝑛
)

1
𝑛
}

𝑛=1

∞

 

(3)  {(
𝑛 + 5

𝑛
)
𝑛

}
𝑛=1

∞

                                                    (4) {
𝑒𝑛 + 𝑛2

𝑒𝑛 − 2𝑛2
}
𝑛=1

∞

 

(5) {
8𝑛+1

𝑛!
}
𝑛=1

∞

  

Remark : 

𝑛! = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(𝑛 − 3),… 

4! = 4 × 3 × 2 × 1  
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 Infinite Series            المتسلسلات اللانهائية

The Infinite Series is denoted by 

∑𝑎𝑛

∞

𝑛=1

= 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 +⋯ 

 

Such that  

What 𝑎𝑛    الحد   
النون   

Now        الان 

Let 

𝑆1 = 𝑎1 

        𝑆2 = 𝑎1 + 𝑎2 

            𝑆3 = 𝑎1 + 𝑎2𝑎3 

                            𝑆4 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + 𝑎4 

                                      𝑆5 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + 𝑎4 + 𝑎5 

⋮ 

                              𝑎𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 +⋯ 

⟹ {𝑆𝑛} = 〈𝑆1 , 𝑆2, 𝑆3, … , 𝑆𝑛〉 𝑖𝑠 𝑐𝑎𝑙𝑙𝑒𝑑 𝑡ℎ𝑒 𝑆𝑒𝑞. 𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑃𝑎𝑟𝑡𝑖𝑎𝑙 𝑆𝑢𝑚𝑠. 

 متتابعة المجاميع الجزئية للمتسلسلة

𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑠𝑒𝑟𝑖𝑒𝑠 ∑𝑎𝑛

∞

𝑖=1

 

𝑇ℎ𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑟𝑒 𝑎𝑛𝑑 𝑑𝑖𝑣𝑎𝑣𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑖𝑛𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒 𝑠𝑒𝑟𝑖𝑒𝑠   
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Theorem : 

𝐿𝑒𝑡 ∑𝑎𝑛

∞

𝑖=1

 𝑖𝑠 𝑠𝑒𝑟𝑖𝑒𝑠 𝑡ℎ𝑒𝑛 

𝑖𝑓 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 ≠ 0 , 𝑡ℎ𝑒𝑛∑𝑎𝑛

∞

𝑖=1

 𝑖𝑠 𝑑𝑖𝑣    

Ex : 

𝑆ℎ𝑜𝑤 𝑡ℎ𝑎𝑡  ∑
𝑛

2𝑛 + 5

∞

𝑖=1

𝑖𝑠 𝑑𝑖𝑣 

𝑎𝑛 =
𝑛

2𝑛 + 5
  الحد النوني        

lim
𝑛→∞

𝑛

2𝑛 + 5
= lim
𝑛→∞

1

2
   ,

1

2
≠ 0 

⟹  ∑
𝑛

2𝑛 + 5

∞

𝑖=1

𝑖𝑠 𝑑𝑖𝑣   

Theorem : 

𝐿𝑒𝑡∑𝑎𝑛

∞

𝑖=1

 𝑖𝑠 𝑠𝑒𝑟𝑖𝑒𝑠 𝑎𝑛𝑑 {𝑆𝑛} 𝑖𝑠 𝑠𝑒𝑞. 𝑜𝑓 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑎𝑙 𝑠𝑢𝑚𝑠 𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑠𝑒𝑟𝑖𝑒𝑠 . 

𝑇ℎ𝑒𝑛 

 ∑𝑎𝑛

∞

𝑖=1

 𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑣. 𝑖𝑓 lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = 𝐿 , 𝐿 ∈ 𝑅 

𝑎𝑛𝑑 ∑𝑎𝑛

∞

𝑖=1

 𝑖𝑠 𝑑𝑖𝑣. 𝑖𝑓 lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = ∞  𝑜𝑟 𝑖𝑠 𝑛𝑜𝑡 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡  
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Ex : 

𝑇𝑒𝑠𝑡 {
𝑛2 + 1

(𝑛 + 1)2
}
𝑛=1

∞

 

Sol : 

lim
𝑛→∞

𝑛2 + 1

(𝑛 + 1)2
= lim
𝑛→∞

𝑛2 + 1

𝑛2 + 2𝑛 + 1
= 1 

 أو

= lim
2𝑛

2𝑛 + 2
=
2

2
= 1 

∴  {
𝑛2 + 1

(𝑛 + 1)2
}
𝑛=1

∞

 𝑐𝑜𝑛𝑣. 𝑡𝑜 1   

Ex : 

𝑇𝑒𝑠𝑡 {
𝑥

√2𝑛 + 1
𝑛 }

𝑛=1

∞

   , 𝑥 ∈ 𝑅 

Sol : 

lim
𝑛→∞

𝑥

(2𝑛 + 1)1 2⁄
=

𝑥

lim
𝑛→∞

(2𝑛 + 1)1 𝑛⁄
 

𝐿𝑒𝑡 𝐴 = lim
𝑛→∞

(2𝑛 + 1)1 𝑛⁄  

log 𝐴 = log lim
𝑛→∞

(2𝑛 + 1)𝑛 

           = lim𝑛→∞ log(2𝑛 + 1)
1 𝑛⁄  

            =  lim𝑛→∞ log
2𝑛+1

𝑛
 

            = lim
𝑛→∞

2

𝑛(2𝑛 + 1)
=
2

∞
= 0 

⟹ log𝐴 = 0 ⟹ 𝐴 = 𝑒° = 1 

 اشتقاق

  logخواص    

 قاعدة لوبيتال 
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lim
𝑛→∞

(2𝑛 + 1)1 𝑛⁄ = 1 

lim
𝑛→∞

𝑥

(2𝑛 + 1)1 𝑛⁄
=
𝑥

1
= 𝑥 

 {
𝑥

√2𝑛 + 1
𝑛 }

𝑛=1

∞

 𝑐𝑜𝑛𝑣. 𝑡𝑜 𝑥  

Ex : 

𝑇𝑒𝑠𝑡 ∑
𝑛

𝑛 + 1
 

∞

𝑛=1

 

Sol : 

𝑎𝑛 =
𝑛

𝑛 + 1
⟹ lim

𝑛→∞

𝑛

𝑛 + 1
= 1 ≠ 0 

⟹∑
𝑛

𝑛 + 1

∞

𝑛=1

 𝑖𝑠 𝑑𝑖𝑣. 

Ex : 

𝑇𝑒𝑠𝑡 ∑(−1)𝑛+1 

∞

𝑛=1

 

Sol : 

𝑎𝑛 = (−1)
𝑛+1 = {

1    , 𝑛 𝑜𝑑𝑑
−1     , 𝑛𝑒𝑣𝑒𝑛

 

lim𝑛→∞(−1)
𝑛+1 𝑖𝑠 𝑛𝑜𝑡 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡   

⟹∑(−1)𝑛+1
∞

𝑛=1

 𝑖𝑠 𝑑𝑖𝑣. 

Ex : H.W  

𝑇𝑒𝑠𝑡 ∑
𝑛 + 1

𝑛
 

∞

𝑛=1

 

 لان لها قيمتي   
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 اذا كانت  -نظرية  :

∑𝑏𝑛

∞

𝑛=1

= 𝐿2    وان   ∑ 𝑎𝑛

∞

𝑛=1

= 𝐿1      

(1) ∑ (𝑎𝑛 ∓ 𝑏𝑛)
∞
𝑛=1 = 𝐿1 ∓ 𝐿2 

(2)  ∑ 𝑘 𝑎𝑛∞
𝑛=1 = 𝑘 𝐿1  , 𝑘 ∈ 𝑅 

 ملاحظة :

∑اذا كانت لدينا   𝑎𝑛
∞
𝑛=1 متقاربة  و∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1  متباعدة فإن 

∑ (𝑎𝑛 ∓ 𝑏𝑛) 
∞
𝑛=1  متباعدة 
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 Geometric seriesالمتسلسلة الهندسية     

 ه  تأخذ الشكل التال  

∑𝑎𝑟𝑛−1
∞

𝑛=1

= 𝑎𝑟0 + 𝑎𝑟 + 𝑎𝑟2 +⋯+ 𝑎𝑟𝑛−1 +⋯ 

 ثابت 𝑎حيث 

          𝑟   الاساس الذي يولد النتسلسلة 

∑تكون المتسلسلة الهندسية  𝑎𝑟𝑛∞
𝑛=1  متقاربة ال

𝑎

1−𝑟
|𝑟|اذا كانت   < 1 = 0 < 𝑟 < 1 

∑تكون  𝑎𝑟𝑛−1∞
𝑛=1   متباعدة اذا كانت|𝑟| ≥ 1 . 

 مثال

∑اختبر   
1

2𝑛
∞
𝑛=1 

 الحل 

∑
1

2𝑛

∞

𝑛=1

= ∑(
1

2
)
𝑛∞

𝑛=1

= ∑(
1

2
)(
1

2
)
𝑛−1∞

𝑛=1

 

𝑟 =
1

2
< 1 

⟹∑
1

2𝑛

∞

𝑛=1

 𝑐𝑜𝑛𝑣. 𝑡𝑜
1 2⁄

1 − 1 2⁄
= 1  

 مثال

∑اختبر    1𝑛∞
𝑛=1 
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 الحل 

∑1𝑛
∞

𝑛=1

= ∑1.1𝑛−1
∞

𝑛=1

 

𝑎 = 1 , 𝑟 = 1  

∴ |𝑟| = |1| = 1 

⟹∑1𝑛
∞

𝑛=1

 𝑑𝑖𝑣.  

⟹∑
1

2𝑛

∞

𝑛=1

 𝑐𝑜𝑛𝑣. 𝑡𝑜
1 2⁄

1 − 1 2⁄
= 1  

 مثال

∑اختبر    (−2)𝑛∞
𝑛=1 

 الحل 

∑(−2)𝑛
∞

𝑛=1

=∑(−2)(−2)𝑛−1
∞

𝑛=1

 

|𝑟| = |−2| = 2 > 1 

⟹∑(−2)𝑛
∞

𝑛=1

𝑖𝑠 𝑑𝑖𝑣.  

 مثال )واجب(

∑اختبر    (−
1

3
)
𝑛

∞
𝑛=1 
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 P  (P-series)  المتسلسلات من النوع

 يرمز لهذه المتسلسلات 

∑
1

𝑛𝑝

∞

𝑛=1

 

(1) 𝑃 > 1 ⟹ ∑
1

𝑛𝑝
∞
𝑛=1  𝑐𝑜𝑛𝑣. 

(2) 𝑝 ≤ 1 ⟹ ∑
1

𝑛𝑝
∞
𝑛=1   𝑑𝑖𝑣.  

 مثال

∑اختبر   
1

√𝑛
  ∞

𝑛=1     ,       ∑
1

𝑛2
∞
𝑛=1        ,   ∑

1

𝑛
∞
𝑛=1          

 الحل 

(1) ∑
1

𝑛
        𝑃 − 𝑠𝑒𝑟𝑖𝑒𝑠 , 𝑃 = 1 

⟹ ∑
1

𝑛
  𝑑𝑖𝑣. 

(2) ∑
1

𝑛2
        𝑃 − 𝑠𝑒𝑟𝑖𝑒𝑠 , 𝑃 = 2 > 1 

⟹ ∑
1

𝑛2
  𝑐𝑜𝑛𝑣. 

(3) ∑
1

√𝑛
      𝐻.𝑊    
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 Alterative Seriesالمتسلسلات المتناوبة    

∑لتكن لدينا  (−1)𝑛𝑎𝑛
∞
𝑛=1   

تسمى بالمتسلسلة المتناوبة لأنها تعط  حدود موجبة وسالبة كالأن 
: 

∑(−1)𝑛𝑎𝑛

∞

𝑛=1

= −𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎3 + 𝑎4 +⋯ 

∑لتكن رية :   نظ (−1)𝑛𝑎𝑛
∞
𝑛=1   متسلسلة متناوبة فأذا كانت 

|∑(−1)𝑛𝑎𝑛

∞

𝑛=1

| = ∑|𝑎𝑛|

∞

𝑛=1

 

∑متقاربة فإن هذا التقارب يسمى بالتقارب المطلق وان  (−1)𝑛𝑎𝑛
∞
𝑛=1   . تكون متقاربة بالمطلق 

∑لتكن لدينا ملاحظة :        (−1)𝑛𝑎𝑛
∞
𝑛=1   متسلسلة متناوبة فأذا كانت∑ |𝑎𝑛|

∞
𝑛=1   متباعدة

   
∑فهذا لا يعن  (−1)𝑛𝑎𝑛

∞
𝑛=1  . متباعدة 

 مثال

∑اختبر   
(−1)𝑛

𝑛2
  ∞

𝑛=1     

 الحل 

(1) ∑
(−1)𝑛

𝑛2
 = −1 +

1

4
−
1

9
+
1

16
+ ⋯ 

∑|
(−1)𝑛

𝑛2
|

∞

𝑛=1

= ∑
1

𝑛2
 

∞

𝑛=1

   𝑃 − 𝑠𝑒𝑟𝑖𝑒𝑠  

𝑃 = 2 > 1 ⟹ ∑
1

𝑛2
 

∞

𝑛=1

 𝑐𝑜𝑛𝑣.   

∑اذن  
(−1)𝑛

n2
 ∞

𝑛=1   تمتلك تقارب مطلق. 
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 اختبارات التقارب والتباعد للمتسلسلات

 𝑇𝑒𝑠𝑡 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙  اختبار التكامل 1-

∑ليكن  𝑎𝑛
∞
𝑛=1  فأذا كانت𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛  فأذا كانت  

 دالة مستمرة و قابلة للاشتقاق الرياض 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 
∞

0
∑له قيمة حقيقة فأن   𝑎𝑛

∞
𝑛=1  متقاربة  واذا كانت∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

∞

0
او غب   ∞قيمته  

∑موجودة فأن  𝑎𝑛
∞
𝑛=1  . متباعدة 

  مثال

∑اختبر   
1

𝑛2+1
∞
𝑛=1 بأستخدام اختبار التكامل  

  الحل

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛 =
1

𝑥2 + 1
 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

1

= ∫
1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥

∞

1

= tan−1𝑥|1
∞ 

                      = tan−1∞− tan−1 1 =
𝜋

2
−
𝜋

4
=
𝜋

4
 

∴  ∫
1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥

∞

1

=
𝜋

4
 

∴ ∑
1

𝑛2 + 1

∞

𝑛=1

  𝑐𝑜𝑛𝑣. 
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  مثال

∑اختبر   
𝑛

𝑛2+1
∞
𝑛=1  بأستخدام اختبار التكامل 

  الحل

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛 =
𝑥

𝑥2 + 1
 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

1

= ∫
𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥

∞

1

=
1

2
∫

2𝑥

𝑥2 + 1

∞

1

𝑑𝑥 

                      =
1

2
ln|𝑥2 + 1||

1

∞
= ∞−

1

2
ln 2 

                      = ∞ 

 ∴ ∫
𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥

∞

1

= ∞ 

∴ ∑
𝑛

𝑛2 + 1

∞

𝑛=1

  𝑑𝑖𝑣.  

   واجب  مثال

∑اختبر   
1

𝑛2−𝑛−2
∞
𝑛=1  بأستخدام اختبار التكامل. 
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 اختبار المقارنة 2-

∑لتكن لدينا   𝑎𝑛
∞
𝑛=1  متسلسة غب  منتهية فأن 

 ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1   (𝑎  متقاربة اذا كانت∑ 𝑎𝑛

∞
𝑛=1 تقاربة بحيث م𝑎𝑛 ≤ 𝑐𝑛 . 

 ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  (𝑏  متباعدة اذا كانت∑ 𝑑𝑛

∞
𝑛=1  متباعدة بحيث𝑎𝑛 ≥ 𝑑𝑛 . 

  مثال

∑اختبر   
1

𝑛2+𝑛
∞
𝑛=1  بأستخدام اختبار المقارنة 

  الحل

∑
1

𝑛2 + 𝑛

∞

𝑛=1

 

𝑆𝑖𝑛𝑐𝑒 𝑛2 + 𝑛 > 𝑛2 

1

𝑛2 + 𝑛
≤
1

𝑛2
 

∑
1

𝑛2 + 𝑛

∞

𝑛=1

≤∑
1

𝑛2

∞

𝑛=1

 

∑بما ان 
1

𝑛2
∞
𝑛=1  متقاربة 

𝑃 − 𝑠𝑒𝑟𝑖𝑒𝑠 

∑
1

𝑛2 + 𝑛

∞

𝑛=1

  𝑐𝑜𝑛𝑣.    
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  مثال

∑اختبر   
1

2𝑛+3
∞
𝑛=1  بأستخدام اختبار المقارنة 

  الحل

∑
1

2𝑛 + 3

∞

𝑛=1

 

𝑆𝑖𝑛𝑐𝑒 2𝑛 + 3 > 2𝑛 

1

2𝑛 + 3
≤
1

2𝑛
 

∑
1

2𝑛 + 3

∞

𝑛=1

≤∑
1

2𝑛

∞

𝑛=1

 

= ∑(
1

2
)

∞

𝑛=1

(
1

2
)
𝑛−1

 

𝑆𝑖𝑛𝑐𝑒 ∑
1

2𝑛

∞

𝑛=1

 𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑣. 

∴  ∑
1

2𝑛 + 3

∞

𝑛=1

 𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑣. 

  مثال

∑اختبر   
1

ln 𝑛
∞
𝑛=1  بأستخدام اختبار المقارنة 
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  الحل

∑
1

ln𝑛

∞

𝑛=1

 

𝑆𝑖𝑛𝑐𝑒 ln 𝑛 > 𝑛 

1

ln 𝑛
≥
1

𝑛
⟹∑

1

ln𝑛

∞

𝑛=1

≥∑
1

𝑛

∞

𝑛=1

  

𝑆𝑖𝑛𝑐𝑒 ∑
1

𝑛

∞

𝑛=1

 𝑖𝑠 𝑑𝑖𝑣. 

∴  ∑
1

ln𝑛

∞

𝑛=1

 𝑖𝑠 𝑑𝑖𝑣. 

  واجب مثال

∑اختبر   
ln(𝑛)

2𝑛3−1
∞
𝑛=1  بأستخدام اختبار المقارنة 

 لاحظة : م

 ,اذا كانت لدينا متسلسلة متناوبة و يراد اختياره بأستخدام الاختبارات ) اختبار التكامل 

الجذر (  فأننا نأخذ القيمة المطلقة للمتسلسلة المتناوبة و المتسلسلة الناتجة تخضع  ,النسبة  ,المقارنة 

بة متقاربة بالمطلق و ان كل لهذه الاختبارات فأن كانت متقاربة فهذا يعني ان المتسلسلة المتناو

 تقارب مطلق يؤدي الى تقارب عام اذن تكون المتسلسلة المتناوبة متقاربة .
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 اختبار المتسلسلات المتناوبة 3-

∑لتكن لدينا   (−1)𝑛𝑎𝑛
∞
𝑛=1   متسلسلة متناوبة 

∑فأن  (−1)𝑛𝑎𝑛
∞
𝑛=1  : وط التالية  تكون متقاربة اذا تحققت الشر

a) 𝑎𝑛 > 0  , ∀𝑛  (𝑎𝑛 𝑃𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑒 ∀𝑛) 

b) 𝑎𝑛 ≥ 𝑎𝑛+1  , ∀𝑛 

c) lim𝑛→∞ 𝑎𝑛 = 0  

  مثال

∑اختبر   
(−1)𝑛

𝑛
∞
𝑛=1  

  الحل

 (1طريقة )

∑|
(−1)𝑛

𝑛
|

∞

𝑛=1

= ∑|
1

𝑛
|

∞

𝑛=1

 

                         = ∑
1

𝑛

∞

𝑛=1

 𝑖𝑠 𝑃 − 𝑠𝑒𝑟𝑖𝑒𝑠 

𝑃 = 1 ⟹∑
1

𝑛

∞

𝑛=1

 𝑑𝑖𝑣. 

   
∑لكن هذا لايعن 

(−1)𝑛

𝑛
∞
𝑛=1  . متباعدة 
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 (2طريقة )

∑
(−1)𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

= ∑(−1)𝑛 −
1

𝑛
𝑎𝑛⁄

∞

𝑛=1

 

1) 𝑎𝑛 =
1

𝑛
> 0  , ∀𝑛 

2) 𝑛 < 𝑛 + 1 ⟹
1

𝑛
≥

1

𝑛+1
 

𝑎𝑛 ≥ 𝑎𝑛+1 

3) lim𝑛→∞ 𝑎𝑛 = lim
1

𝑛
= 0 

 ⟹ ∑
(−1)𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

 𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑣.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 م.م.ذكرى الكناني                                                                          الرياضيات                                                                                                                    

25 

 ين مهداويالطباعة و التصميم : حسن 
 

  النسبة  اختبار 4 -

∑اذا كان لدينا   𝑎𝑛
∞
𝑛=1  حدودها موجب و انه 

lim𝑛→∞
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
= |𝑇| = 𝑇    

 فأذا كان

a) ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1     𝑐𝑜𝑛𝑣.  𝑖𝑓 |𝑇| < 1 

b) ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1     𝑑𝑖𝑣.      𝑖𝑓 |𝑇| > 1 

c) 𝑇ℎ𝑒 𝑡𝑒𝑠𝑡 𝑖𝑠 𝑓𝑎𝑖𝑛 𝑇 = 1  

  مثال

∑اختبر   
2𝑛

3𝑛
∞
𝑛=1  

  الحل

𝑎𝑛 =
2𝑛

3𝑛
   ;     𝑎𝑛+1 =

2

3𝑛+1
 

lim
𝑛→∞

|
3𝑛

2𝑛
 ×
2𝑛+1

3𝑛+1
| = lim

𝑛→∞
|
2

3
| =

2

3
< 1 

⟹∑
2𝑛

3𝑛

∞

𝑛=1

  𝑖𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑣.   

  مثال

∑اختبر   
𝑛!

2𝑛
∞
𝑛=1  
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  الحل

𝑎𝑛 =
𝑛!

2𝑛
   ;     𝑎𝑛+1 =

(𝑛 + 1)!

2𝑛+1
 

lim
𝑛→∞

2𝑛

𝑛!
×
(𝑛 + 1)!

2𝑛+1
= lim
𝑛→∞

𝑛 + 1

2
= ∞ > 1 

 ⟹ ∑
𝑛!

2𝑛

∞

𝑛=1

 𝑖𝑠 𝑑𝑖𝑣.  

  مثال

∑اختبر   
3

𝑛2+1
∞
𝑛=1  

  الحل

𝑎𝑛 =
3

𝑛2 + 1
   ;     𝑎𝑛+1 =

3

(𝑛 + 1)2 + 1
 

lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛
| = lim

𝑛→∞
|
3 𝑛2 + 2𝑛 + 2⁄

3 𝑛2 + 1⁄
| 

lim
𝑛→∞

𝑛2 + 1

3
 .  

3

𝑛2 + 2𝑛 + 2
  

 ⟹ lim
𝑛→∞

3

𝑛2 + 2𝑛 + 2
 = شلفا                    1  الاختبار 

 

 

 

 



 م.م.ذكرى الكناني                                                                          الرياضيات                                                                                                                    

27 

 ين مهداويالطباعة و التصميم : حسن 
 

 امثلة واجب

1)   ∑
1

10𝑛

∞

𝑛=1

                                                                      2)   ∑
ln(𝑛)

𝑛

∞

𝑛=1

      

3)   ∑
1

√𝑛
𝑛

∞

𝑛=1

                                                                       4)   ∑
1

2𝑛 − 1

∞

𝑛=1

 

5)   ∑
1

1 + ln(𝑛)

∞

𝑛=1

                                                            6)   ∑
𝑛

𝑛2 + 1

∞

𝑛=1

 

7)   ∑
√𝑛

𝑛2 + 1

∞

𝑛=1
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 اختبار الجذر النوني  5-

∑لتكن لدينا  𝑎𝑛
∞
𝑛=1   كانتذات حدود موجبة فأذا 

lim
𝑛→∞

√𝑎𝑛
𝑛 = 𝐿       𝑖𝑓 ∶ 

(1)    𝐿 < 1 ⟹∑𝑎𝑛

∞

𝑛=1

   𝑐𝑜𝑛𝑣 

(2)    𝐿 > 1   ⟹ ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=1

   𝑑𝑖𝑣 

𝐿 = 1               ⟹    الاختبار فاشل

  مثال

∑اختبر   
1

(ln(2))𝑛
∞
𝑛=1  

  الحل

𝑎𝑛 =
1

(ln 2)𝑛
                 ,        √2𝑛

𝑛
= 2 

lim
𝑛→∞

√𝑎𝑛
𝑛 = lim

𝑛→∞
√

1

(ln(2))𝑛
𝑛

 

                   =  lim
𝑛→∞

((
1

ln 2
)
𝑛

)

1 𝑛⁄

 

                   = lim
𝑛→∞

1

ln 2
=
1

ln 2
< 1 

⟹∑
1

(ln(2))𝑛

∞

𝑛=1

     𝑐𝑜𝑛𝑣  𝑡𝑜  
1

ln 2
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𝑎     𝑟 

  مثال

∑اختبر   
1

5𝑛
∞
𝑛=1  

  الحل

𝑎𝑛 =
1

5𝑛
               

lim
𝑛→∞

√𝑎𝑛
𝑛 = lim

𝑛→∞
√
1

5𝑛

𝑛

 

                   =  lim
𝑛→∞

((
1

5
)
𝑛

)

1 𝑛⁄

=
1

5
< 1 

⟹∑
1

5𝑛

∞

𝑛=1

     𝑐𝑜𝑛𝑣  𝑡𝑜  
1

5
   

𝑂𝑅  

∑
1

5𝑛
∞
𝑛=1 = ∑

1

5
. (
1

5
)
𝑛=1

 

𝑟 =
1

5
< 1 

𝑎 =
1

5
  

∑
1

5𝑛

∞

𝑛=1

     𝑐𝑜𝑛𝑣    𝑡𝑜
1 5⁄

1 − 1 5⁄
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  مثال

∑اختبر    (
𝑛

3𝑛+1
)
𝑛

∞
𝑛=1  

  الحل

𝑎𝑛 = (
𝑛

3𝑛 + 1
)
𝑛

 ⟹ lim
𝑛→∞

√𝑎𝑛
𝑛   =  lim

𝑛→∞
√(

𝑛

3𝑛 + 1
)
𝑛𝑛

          

       =  lim
𝑛→∞

((
𝑛

3𝑛 + 1
)
𝑛

)
1 𝑛⁄

= lim
𝑛→∞

𝑛

3𝑛 + 1
=
1

3
< 1 

⟹∑(
𝑛

3𝑛 + 1
)
𝑛

∞

𝑛=1

     𝑐𝑜𝑛𝑣  𝑡𝑜  
1

3
   

  مثال

∑اختبر    (
𝑛2−𝑛

𝑛+1
)
𝑛

∞
𝑛=1  

  الحل

𝑎𝑛 = (
𝑛2 − 𝑛

𝑛 + 1
)

𝑛

 ⟹ lim
𝑛→∞

√𝑎𝑛
𝑛   =  lim

𝑛→∞
√(
𝑛2 − 𝑛

𝑛 + 1
)

𝑛
𝑛

          

       =  lim
𝑛→∞

((
𝑛2 − 𝑛

𝑛 + 1
)

𝑛

)

1 𝑛⁄

= lim
𝑛→∞

𝑛2 − 𝑛

𝑛 + 1
= ∞ > 1 

⟹∑(
𝑛2 − 𝑛

𝑛 + 1
)

𝑛∞

𝑛=1

    𝑑𝑖𝑣   
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 امثلة واجب

1)   ∑
2

10𝑛

∞

𝑛=1

                                                                      2)   ∑
𝑛

4𝑛2 − 3

∞

𝑛=1

      

3)   ∑
𝑒−√𝑛

√𝑛

∞

𝑛=1

                                                                       4)   ∑ (
𝑛 − 1

𝑛2
)
𝑛∞

𝑛=1

 

5)   ∑
𝑛 + 3

2𝑛𝑛!

∞

𝑛=1

                                                            6)   ∑
2

𝑛√𝑛

∞

𝑛=1

 

7)   ∑
sin2(𝑛)

2𝑛

∞

𝑛=1
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 Power series                       متسلسلات القوى

𝑥حول   تالمتسلسلا  = 0   
 تعرف كالأن 

∑𝑐𝑛

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + 𝑐3𝑥

3 +⋯+ 𝑐𝑛𝑥
𝑛 +⋯ ,   𝑥 ∈ 𝑅 

𝑥حول   تالمتسلسلا  = 𝑎   
 تعرف كالأن 

∑ 𝑐𝑛
∞
𝑛=0 (𝑥 − 𝑎)𝑛 = 𝑐0 + 𝑐1(𝑥 − 𝑎) + 𝑐2(𝑥 − 𝑎)

2 + 𝑐3(𝑥 − 𝑎)
3 +⋯+

𝑐𝑛(𝑥 − 𝑎)
𝑛 +⋯  

 ة ه  متسلسلة هندسية فلاحظ ان المتسلسل

∑𝑐𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

 

 الاساس الثابت

𝑟 = 𝑥 

𝑎 = 𝑐𝑛 

 
ا
 فمثل

∑𝑥𝑛
∞

𝑛=0

= 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 +⋯   

𝑟 = 𝑎 

𝑎 = 1 

𝑖𝑓 |𝑥| < 1 ⟹∑𝑥𝑛
∞

𝑛=0

     𝑐𝑜𝑛𝑣.  𝑡𝑜 
1

1 − 𝑥
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  مثال

∑اختبر    (ln 𝑥)𝑛∞
𝑛=0  

  الحل

𝑎𝑛 = (ln 𝑥)
𝑛  ⟹ lim

𝑛→∞
√𝑎𝑛
𝑛   =  lim

𝑛→∞
√(ln 𝑥)𝑛
𝑛

   اختبار الجذر            

       =  lim
𝑛→∞

ln 𝑥 = ln 𝑥 

𝑖𝑓 ln 𝑥 < 1 ⟹∑(ln𝑥)𝑛
∞

𝑛=0

       𝑐𝑜𝑛𝑣.   

𝑖𝑓 ln 𝑥 > 1 ⟹∑(ln𝑥)𝑛
∞

𝑛=0

       𝑑𝑖𝑣.   

𝑖𝑓 ln 𝑥 = 1 ⟹ 𝑥 = 10          

  مثال

∑اختبر    (−1)𝑛−1∞
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛
      ,    𝑥 ≠ 0     , 𝑥 ∈ 𝑅    

  الحل

 lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛 + 1

𝑎𝑛
|   ,   𝑎𝑛 =

(−1)𝑛−1𝑥𝑛

𝑛
   اختبار النسبة            

 𝑎𝑛+1 =
(−1)𝑛𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
     

= lim
𝑛→∞

|

(−1)𝑛𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
(−1)𝑛−1𝑥𝑛

𝑛

| = lim
𝑛→∞

|
𝑥𝑛+1 𝑛 + 1⁄

𝑥𝑛 𝑛⁄
| 
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 lim
n→∞

𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
 .
𝑛

𝑥𝑛
= |𝑥| lim

𝑛

𝑛 + 1
= |𝑥| 

𝑖𝑓 |𝑥| < 1 ⟹ ∑
(−1)𝑛−1𝑥𝑛

𝑛

∞

𝑛=0

      𝑐𝑜𝑛𝑣.   

𝑖𝑓 𝑥 = 1 ⟹∑
(−1)𝑛−1

𝑛

∞

𝑛=0

 فنستخدم اختبار المتسلسلة المتناوبة       

1)   𝑎𝑛 =
1

𝑛
> 0 

𝑎𝑛 > 0 

2)   𝑎𝑛 =
1

𝑛
    ,    𝑎𝑛+1 =

1

𝑛 + 1
 

𝑛 < 𝑛 + 1 

1

𝑛
≥

1

𝑛 + 1
⟹∑

1

𝑛

∞

𝑛=0

≥∑
1

𝑛 + 1

∞

𝑛=0

 

𝑎𝑛 ≥ 𝑎𝑛+1 

3) lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

1

𝑛
= 0 

⟹∑(−1)𝑛
∞

𝑛=0

1

𝑛
     𝑐𝑜𝑛𝑣. 

𝑖𝑓 𝑥 = −1 ⟹∑(−1)𝑛
∞

𝑛=0

(−1)

𝑛
       

وط اعلاه  فنستخدم  الشر
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 ملاحظة  : 

  
  المثال السابق يمكن صياغته كالأن 

 
 ف

  تجعل   𝑥اقش قيم ن
∑الن 

(−1)𝑛−1𝑥𝑛

𝑛
∞
𝑛=0  متقاربة او متباعدة 

 امثلة واجب

  تجعل   𝑥اقش قيم ن
  اختبار النسبة  المتسلسلاتالن 

ً
  مستخدما

ا
 التالية متقاربة اولا

1)   ∑
𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=1

                                                                      2)   ∑(−1)𝑛−1
∞

𝑛=1

𝑥2𝑛−1

2𝑛 − 1
     

3)   ∑𝑛!

∞

𝑛=1

𝑥𝑛                                                                       4)   ∑
(𝑥 − 2)𝑛

10𝑛

∞

𝑛=1

 

𝑥 ∈ 𝑅    ,      𝑥 ≠ 0 
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𝑥لتكن لدينا متسلسة قوى حول   = 𝑎 

∑𝑐𝑛

∞

𝑛=0

(𝑥 − 𝑎)𝑛 = 𝑐0 + 𝑐1(𝑥 − 𝑎) + 𝑐2(𝑥 − 𝑎)
2 +⋯ 

𝐿𝑒𝑡 𝑓(𝑥) = ∑ 𝑐𝑛

∞

𝑛=0

(𝑥 − 𝑎)𝑛 

⟹ 𝑓(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1(𝑥 − 𝑎) + 𝑐2(𝑥 − 𝑎)
2 + 𝑐3(𝑥 − 𝑎)

3 +⋯ 

      𝑓′(𝑥) = 𝑐1 + 2𝑐2(𝑥 − 𝑎) + 3𝑐3(𝑥 − 𝑎)
2 +⋯ 

     𝑓′′(𝑥) = 2𝑐2 + 6𝑐3(𝑥 − 𝑎) +⋯ 

     𝑓(3)(𝑥) = 6𝑐3 +⋯ 

𝐼𝑓 𝑥 = 𝑎 

𝑓′(𝑎) = 𝑐1⟹ 𝑓′′(𝑥) = 2𝑐2⟹ 𝑐2 =
𝑓′′(𝑎)

2
 

𝑓(3)(𝑎) = 6𝑐3⟹ 𝑐3 =
𝑓(3)(𝑎)

6
 

𝑓(4)(𝑎) = 𝑛! 𝑐𝑛⟹ 𝑐𝑛 =
𝑓(4)(𝑎)

𝑛!
 

𝐿𝑒𝑡 𝑓(𝑥) = ∑ 𝑐𝑛

∞

𝑛=0

(𝑥 − 𝑎)𝑛 

 متسلسلة تايلر

[𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!

∞

𝑛=0

(𝑥 − 𝑎)𝑛] 
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 متسلسلة ماكلورين

[𝐼𝐹 𝑎 = 0 ⟹ 𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑛)(0)

𝑛!

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 ] 

 امثلة واجب

 للمتسلسلة التالية  𝑥ناقش قيم 

1) ∑
𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=1

 ;   𝑥 ∈ 𝑅  , 𝑥 ≠ 0 

2)  ∑
(−1)𝑛𝑥2𝑛−1

2𝑛 − 1

∞

𝑛=1

 

3)∑
(−1)𝑛−1𝑥2𝑛−1

2𝑛 − 1

∞

𝑛=1

   

  مثال

 جد متسلسلة ماكلورين ال الدوال التالية 

1)      𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥                  2)      𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥
2
                       3)      𝑒√𝑥    

  الحل

1) 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 

𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑛)(0)

𝑛!
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

          = 𝑓(0) +
𝑓′(0)

1!
𝑥 +

𝑓′′(0)

2!
𝑥2 +

𝑓(3)(0)

3!
𝑥3 +⋯ 
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𝑓(0) = 𝑒0 = 1                        ;       𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥⟹ 𝑓′(0) = 1 

𝑓′′(𝑥) = 𝑒𝑥⟹ 𝑓′′(0) = 1  ;         𝑓(3)(𝑥) = 𝑒𝑥⟹ 𝑓(3)(0) = 1 

𝑒𝑥 = 1 +
1

1!
𝑥 +

1

2!
𝑥2 +

1

3!
𝑥3 +

1

4!
𝑥4 +⋯ 

𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+
𝑥3

3!
+
𝑥4

4!
+ ⋯ 

 

2)  𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥
2
 

𝑓(0) = 1       ;       𝑓′(𝑥) = 2𝑥𝑒𝑥
2
⟹ 𝑓′(0) = 0 

𝑓′′(𝑥) = 4𝑥2𝑒𝑥
2
+ 2𝑒𝑥

2
⟹ 𝑓′′(0) = 2 

𝑓′′′(𝑥) = 8𝑥3𝑒𝑥
2
+ 8𝑥𝑒𝑥

2
+ 4𝑥𝑒𝑥

2
⟹ 𝑓′′′(0) = 0 

𝑒𝑥
2
= 1 +

2𝑥3

2!
+ ⋯ 

 

3)  𝑓(𝑥) = 𝑒√𝑥        𝐻.𝑊   

  مثال

 جد متسلسلة ماكلورين للدالة 

 𝑓(𝑥) = sin 𝑥    

  الحل

𝑓(0) = sin(0) = 0 

𝑓′(𝑥) = cos 𝑥 ⟹ 𝑓′(0) = cos(0) = 1 

𝑓′′(𝑥) = − sin 𝑥 ⟹ 𝑓′′(0) = −sin(0) = 0 
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𝑓(3)(𝑥) = − cos 𝑥 ⟹ 𝑓(3)(0) = − cos(0) = −1 

𝑓(4)(𝑥) = sin 𝑥 ⟹ 𝑓(4)(0) = sin(0) = 0 

𝑓(5)(𝑥) = cos 𝑥 ⟹ 𝑓(5)(0) = cos(0) = 1 

𝑓(6)(𝑥) = − sin 𝑥 ⟹ 𝑓(6)(0) = −sin(0) = 0 

sin(𝑥) = 0 +
1

1!
𝑥 +

0

2!
𝑥2 +

−1

3!
𝑥3 +

0

4!
𝑥4 +

1

5!
𝑥5 +

0

6!
𝑥6 

sin(𝑥) = 𝑥 −
𝑥3

3!
+
𝑥5

5!
− ⋯ 

 واجب  مثال

 جد متسلسلة ماكلورين للدالة 

𝑓(𝑥) = cos 𝑥  
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 Taylor and Maclarin Polynomial     متعددات الحدود ماكلورين و تايلر

𝑥ول ح 𝑘متعددة حدود تايلر من الدرجة  = 𝑎  :   
 تعرف كالأن 

𝑓𝑘(𝑥) = ∑
𝑓(𝑛)(0)

𝑛!

∞

𝑛=0

(𝑥 − 𝑎)𝑛  ,   𝑥 = 𝑎   حول 

𝑥حول  𝑛من الدرجة  ماكلورينمتعددة حدود  = 0  :   
 تعرف كالأن 

𝑓𝑘(𝑥) = ∑
𝑓(0)

𝑛!

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 
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𝑦 

𝑥 

𝑧 

 The Partial Derivative      الاشتقاق الجزئي

𝑦 = 𝑓(𝑥) 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

ين اذا كانت  الدالة بمتغب 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)   

ين   𝑓فيقال ان الدالة  ,𝑥ه  دالة بمتغب  𝑦 

  مثال

⟸ 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦3 − 𝑥𝑦  ين ,𝑥دالة بمتغب  𝑦 

  مثال

⟸ 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦3 − 𝑥2𝑦  ين ,𝑥دالة بمتغب  𝑦 

 

(𝑥, 𝑦)ات مستقلة  متغب 

 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) ب  معتمدمتغ 

𝑓(𝑥, 𝑦)   
 
 𝑅3|تقع ف

  
 
,𝑥)ه   𝑅3|اي تقع ف 𝑦, 𝑧) 
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𝑦 

𝑥 

𝑤 

𝑧 

ات  اذا كانت  𝑤الدالة ثلاث متغب  = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

,𝑥فيقال ان الدالة ه    𝑦, 𝑧 

𝑤 متغب  معتمد 

(𝑥, 𝑦, 𝑧)ات مستقلة  متغب 

  
 
 𝑅4|اي نقطة تقع ف

,𝑥)ه   𝑦, 𝑧, 𝑤) 

 

 

 

 

 

 

 

 

ات 𝑛الدالة بـ   من المتغب 

𝑅اذا كانت  = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛)      

ات  𝑛ه  دالة بـ  𝑓فيقال ان الدالة   من المتغب 

𝑅  متغب  المعتمد 

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛) ات مستقلة  متغب 

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛)   
 
 𝑅𝑛+1|تقع ف

𝑛  من الاحداثيات(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛, 𝑅) 
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 الاشتقاق الجزئي

 

𝑧اذا كانت لدينا  1) = 𝑓(𝑥, 𝑦) فإن 

𝑑𝑓

𝑑𝑥
= 𝑓𝑥     ;        

𝑑𝑓

𝑑𝑦
= 𝑓𝑦      

𝑑2𝑓

𝑑𝑥2
= 𝑓𝑥𝑥    ,              

𝑑2𝑓

𝑑𝑦2
= 𝑓𝑦𝑦   

 
𝑑2𝑓

𝑑𝑥𝑑𝑦
= 𝑓𝑥𝑦    ,

𝑑2𝑓

𝑑𝑦𝑑𝑥
= 𝑓𝑦𝑥 

𝑤اذا كانت لدينا  2) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) فإن 

𝑑𝑓

𝑑𝑦
= 𝑓𝑦    ;        

𝑑𝑓

𝑑𝑧
= 𝑓𝑧      

𝑑2𝑓

𝑑𝑥2
= 𝑓𝑥𝑥    ,              

𝑑2𝑓

𝑑𝑥𝑑𝑧
= 𝑓𝑥𝑧   

 وهكذا بقية المشتقات

  مثال

 انت اذا ك

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥3𝑦2𝑧 − 𝑧2𝑥2 

𝑑𝑓

𝑑𝑥
= 3𝑥2𝑦2𝑧 − 2𝑧2𝑥 = 𝑓𝑥 

𝑓𝑥𝑥 = 6𝑥𝑦
2𝑧 − 2𝑧2 

𝑑𝑓

𝑑𝑦
= 2𝑦𝑥3𝑧    = 𝑓𝑦 

𝑓𝑦𝑦 = 2𝑥
3𝑧 
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𝑑𝑓

𝑑𝑧
= 𝑥3𝑦2 − 2𝑧𝑥2 = 𝑓𝑧 

𝑓𝑧𝑧 = −2𝑥
2 

𝑑2𝑓

𝑑𝑥𝑑𝑦
= 𝑓𝑥𝑦 = 6𝑦𝑥

2𝑧 

𝑑2𝑓

𝑑𝑦𝑑𝑥
= 6𝑥2𝑦𝑧 

𝑑2𝑓

𝑑𝑧𝑑𝑥
= 3𝑥2𝑦2 − 4𝑥𝑧 

𝑑2𝑓

𝑑𝑥𝑑𝑧
    =      𝐻.𝑊  

𝑓𝑦𝑧 =             𝐻.𝑊      

 ملاحظة 

,𝑓(𝑥اذا كانت لدينا  𝑦)   قابلة للاشتقاق فإن معادلة لابلاس ه 

𝑓𝑥𝑥 + 𝑓𝑦𝑦 = 0 

 مثال 

 برهن ان

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒−2𝑦 cos(2𝑥) 

 تحقق معادلة لابلاس

𝑓𝑥 = −2𝑒
−2𝑦 sin(2𝑥) 

𝑓𝑥𝑥 = −4𝑒
−2𝑦 cos(2𝑥) 

𝑓𝑦 = −2𝑒
−2𝑦 cos(2𝑥) 

𝑓𝑦𝑦 = 4𝑒
−2𝑦 cos(2𝑥) 

𝑓𝑥𝑥 + 𝑓𝑦𝑦 = −4𝑒
−2𝑦 cos(2𝑥) + 4𝑒−2𝑦 cos(2𝑥) 

                                             = ,𝑓(𝑥اذن   0 𝑦) تحقق معادلة لابلاس 
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𝑤 

𝑦 𝑥 

𝑑𝑤

𝑑𝑥
 

𝑑𝑤

𝑑𝑦
 

𝑠 𝑠 𝑟 𝑟 

𝑑𝑥

𝑑𝑠
 𝑑𝑦

𝑑𝑟
 

𝑑𝑤

𝑑𝑟
 𝑑𝑤

𝑑𝑠
 

 قاعدة السلسلة

𝑤اذا كانت  = 𝑓(𝑥, 𝑦)      وان𝑦 = 𝑢(𝑟, 𝑠)    ,      𝑥 = 𝑔(𝑟, 𝑠)    

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑑𝑤

𝑑𝑟
=
𝑑𝑤

𝑑𝑥
 .
𝑑𝑥

𝑑𝑟
+
𝑑𝑤

𝑑𝑦
 .
𝑑𝑦

𝑑𝑟
  

𝑑𝑤

𝑑𝑠
=
𝑑𝑤

𝑑𝑥
 .
𝑑𝑥

𝑑𝑠
+
𝑑𝑤

𝑑𝑦
 .
𝑑𝑦

𝑑𝑠
 

 مثال 

𝑤لتكن  = 𝑥2 + 𝑦2  بحيث ان𝑥 = 𝑟 − 𝑠    ,   𝑦 = 𝑟 + 𝑠      جد
𝑑𝑤

𝑑𝑟
 ,
𝑑𝑤

𝑑𝑠
 

  الحل

𝑑𝑤

𝑑𝑟
=
𝑑𝑤

𝑑𝑥
 .
𝑑𝑥

𝑑𝑟
+
𝑑𝑤

𝑑𝑦
 .
𝑑𝑦

𝑑𝑟
 

       = 2𝑥 . (1) + 2𝑦 .1 

       = 2𝑥 + 2𝑦 

       = 2(𝑦 − 𝑠) + 2(𝑦 + 𝑠) 

      = 2𝑟 − 2𝑠 + 2𝑟 + 2𝑠 = 4𝑟   
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 مثال 

𝑀 اذا كانت  =  𝑎𝑥 + 𝑏𝑦  , 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅   وأن𝑤 = 𝑀3 + tan𝑀 + cos𝑀    برهن ان

𝑎
𝑑𝑤

𝑑𝑦
= 𝑏

𝑑𝑤

𝑑𝑥
 . 

 الاثبات

𝐿. 𝑠 = 𝑎
𝑑𝑤

𝑑𝑦
= 𝑎 [

𝑑𝑤

𝑑𝑀
 .
𝑑𝑀

𝑑𝑦
] 

       = 𝑎[3𝑀2 + sec2𝑀 − sin𝑀]. [𝑏] 

       = 𝑎𝑏[3𝑀2 + sec2𝑀 − sin𝑀] 

𝑅. 𝑠 = 𝑏
𝑑𝑤

𝑑𝑥
= 𝑏 [

𝑑𝑤

𝑑𝑀
 .
𝑑𝑀

𝑑𝑥
] 

        = 𝑏[3𝑀2 + sec2𝑀 − sin𝑀] . [𝑎] 

        = 𝑎𝑏[3𝑀2 + sec2𝑀 − sin𝑀] 

⟹ 𝐿. 𝑠 = 𝑅. 𝑠 

⟹ 𝑎
𝑑𝑤

𝑑𝑦
= 𝑏

𝑑𝑤

𝑑𝑥
  

  جب: الوا مثال

برهن ان   
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
=
𝑑2𝑤

𝑑𝑦2
𝑤اذا كانت     = cos(𝑥 + 𝑦) + sin(𝑥 − 𝑦) . 
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 نقطة بداية

𝑧 

𝑦 

𝑥 𝐷(0,0) 

 The Vectors  المتجهات

𝐵لتكن لدينا  = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)  , 𝐴 = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1)    يعرف المتجه𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗    
 كالأن 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑥2 − 𝑥1) 𝑖 + (𝑦2 − 𝑦1)𝑗 + (𝑧2 − 𝑧1)𝑘  

𝑂فأذا كانت  =  نقطة الأصل (0,0,0)

𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧)  الفضاء  
 
 فإن  𝑅3نقطة ف

𝑂𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 نقطة نهاية
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 The Proper Ties of The Vectors    الخواص على المتجهات

1)  𝑖. 𝑖 = 𝑗. 𝑗 = 𝑘. 𝑘 = 1 

      𝑖. 𝑗 = 𝑖. 𝑘 = 𝑘. 𝑗 = 0 

𝐿𝑒𝑡 𝐴 = 𝑥1𝑖 + 𝑦1𝑗 + 𝑧1𝑘   ,    �⃑⃗� = 𝑥2𝑖 + 𝑦2𝑗 + 𝑧2𝑘 

2)   |𝐴| = √(𝑥1)
2 + (𝑦1)

2 + (𝑧1)
   طول المتجه       2

3) 𝑎𝐴 = 𝑎(𝑥1𝑖 + 𝑦1𝑗 + 𝑧1𝑘) = 𝑎𝑥1𝑖 + 𝑎𝑦1𝑗 + 𝑎𝑧1𝑘  , 𝑎 ∈ 𝑅  , 𝑎 ≠ 0  

4) 𝐴 ∓ �⃗⃑� = (𝑥1𝑖 + 𝑦1𝑗 + 𝑧1𝑘) ∓ (𝑥2𝑖 + 𝑦2𝑗 + 𝑧2𝑘) 

                  = (𝑥1 ∓ 𝑥2)𝑖 + (𝑦1 ∓ 𝑦2)𝑗 + (𝑧1 ∓ 𝑧2)𝑘 

5) 𝐷𝑜𝑡 𝑃𝑟𝑜𝑑𝑒𝑑      ب النقط    الض 

𝐴. �⃗⃑� = (𝑥1𝑖 + 𝑦1𝑗 + 𝑧1𝑘). (𝑥2𝑖 + 𝑦2𝑗 + 𝑧2𝑘) 

         = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 + 𝑧1𝑧2     

𝐴. 𝐵 ∈ 𝑅 

6) 𝑖 × 𝑖 = 𝑗 × 𝑗 = 𝑘 × 𝑘 = 0  

 ملاحظة 

  حجمها  
2تعرف المصفوفات المربعة الن  × 2 , 3 × 3 

𝐿 = [
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

] 

 

 

,𝑎11عناصر القطر الرئيس     𝑎22 

,𝑎21عناصر القطر الثانوي    𝑎12 

 |𝐿|وفة    محدد المصف

 

 رقم العمود رقم الصف
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 ويعرف 

|𝐿| = (𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21) 

  حجمها  𝐻وان المصفوفة 
3الن  × 3   

 تعرف كالأن 

𝐻 = [

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

] 

|𝐻| = (−1)1+1 𝑎11(𝑎22𝑎33 − 𝑎23𝑎32) 

        +(−1)1+2 𝑎12(𝑎21𝑎33 − 𝑎23𝑎31) 

        +(−1)1+3 𝑎13(𝑎21𝑎32 − 𝑎22𝑎31) 

7) 𝐴 × 𝐵 = |
𝑖 𝑗 𝑘
𝑥1 𝑦1 𝑧1
𝑥2 𝑦2 𝑧2

| 

= (−1)2𝑖(𝑦1𝑧2 − 𝑧1𝑦2) + (−1)
3(𝑥1𝑧2 − 𝑧1𝑥2) + (−1)

4𝑘(𝑥1𝑦2 − 𝑦1𝑥2) 

8) 𝐴 . �⃗� = |𝐴|. |𝐵| cos 𝜃   , 𝜃 𝑖𝑠 𝑏𝑒𝑡𝑤𝑒𝑒𝑛 𝐴  𝑎𝑛𝑑 �⃗�  

9) |𝐴 × 𝐵| = |𝐴|. |𝐵| sin 𝜃 , 𝜃 𝑖𝑠 𝑏𝑒𝑡𝑤𝑒𝑒𝑛 𝐴  𝑎𝑛𝑑 �⃗�   

10) 𝐿𝑒𝑡 𝐴 . �⃗�  , |𝐴 × 𝐵|   اضلاع متوازي اضلاع فإن مساحة متوازي الاضلاع  

11) 𝐴 . �⃗� = 0  𝑖𝑓  𝐴 ⊥ 𝐵 

𝑃𝑟𝑜𝑜𝑓 ∶ 

𝐴 . �⃗� = |𝐴|. |𝐵| cos 𝜃  , 𝜃 =
𝜋

2
 ,   𝐴 ⊥ 𝐵 

         = |𝐴|. |𝐵| cos
𝜋

2
= 0   

 المحدد



 

 

 

 

 

 

 الرياضيات 

 الثانية -الفيزياء 
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 متجه الدوال
 

,𝑓لتكن  𝑔, 𝑘  دوال بـ𝑥, 𝑦, 𝑧  فإن متجه الدوال𝐴  :  
 يعرف كالأن 

𝐴 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑖 + 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑗 + ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑘  

 

 Gradient  الانحدار

 

 اذا كان لدينا المتجه )المؤثر( الانحدار

∆ (
𝑑

𝑑𝑥
𝑖 +

𝑑

𝑑𝑦
𝑗 +

𝑑

𝑑𝑧
𝑘) 

,𝑥)∅وكانت لدينا الدالة  𝑦, 𝑧)  :  
 فإن اعداد الدالة يعرف كالأن 

𝑔𝑟𝑎𝑑(∅) = ∆(∅) = (
𝑑∅

𝑑𝑥
𝑖 +
𝑑∅

𝑑𝑦
𝑗 +

𝑑∅

𝑑𝑧
𝑘) 

 

 Dvexgenee متجه الدالةتباعد 

 

 اذا كانت لدينا متجه الدالة 

𝐴 = 𝑓𝑖 + 𝑔𝑗 + ℎ𝑘 

                                                = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑖 + 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑗 + ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑘  

  :  𝐴ان قيمة الدالة 
 يعرف كالأن 

𝑑𝑖𝑣 𝐴 = ∆ 𝐴 (
𝑑

𝑑𝑥
𝑖 +

𝑑

𝑑𝑦
𝑗 +

𝑑

𝑑𝑧
𝑘) . (𝑓𝑖 + 𝑔𝑗 + ℎ𝑘) =

𝑑𝑓

𝑑𝑥
+
𝑑𝑔

𝑑𝑦
+
𝑑ℎ

𝑑𝑘
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 مثال 

 طبق الخواص على المتجهات التالية 

𝐴 = 3𝑖 + 𝑘 وان 𝐵 = 𝑖 + 2𝑗 − 2𝑘 

 الحل

(𝑎)  2𝐴 − 𝐵 = 2(3𝑖 + 𝑘) − (𝑖 + 2𝑗 − 2𝑘) 

                       = (6𝑖 + 2𝑘) + (−𝑖 − 2𝑗 + 2𝑘) 

                       = (6 − 1)𝑖 + (0 − 2)𝑗 + (2 + 2)𝑘 

                       = 5𝑖 − 2𝑗 + 4𝑘 

(𝑏)  𝐴 . �⃗� = (3𝑖 + 𝑘). (𝑖 + 2𝑗 − 2𝑘) 

                 = 3 + 0 + (−2) = 3 − 2 = 1 ∈ 𝑅 

(𝑐)  𝐴 × �⃗� = |
𝑖 𝑗 𝑘
3 0 1
1 2 −2

| 

                    = (−1)2𝑖(0 − 2) + (−1)3𝑗(−6 − 1) + (−1)4𝑘) (6 − 0) 

                    = −2𝑖 + 7𝑗 + 6𝑘 

(𝑑)   𝐴 , �⃗�     الزاوية المحصورة بي 𝜃 

         𝐴 . �⃗� = |𝐴|. |𝐵| cos 𝜃 

             1 = √9 + 1. √1 + 4 + 4 cos 𝜃 

             1 = √10. √9 cos 𝜃 

             1 = 3√10 cos 𝜃 

cos 𝜃 =
1

3√10
⟹ 𝜃 = cos−1 (

1

3√10
) = 84° 
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(𝑒)  �⃗� . ( 𝐴 × �⃗� ) = (𝑖 + 2𝑗 − 2𝑘). (−2𝑖 + 7𝑗 + 6𝑘) 

                              = −2 + 14 + (−12) = 0 

⟹ �⃗� . ( 𝐴 × �⃗� ) = 0 

⇏ �⃗� ⊥ ( 𝐴 × �⃗� ) 

𝜃  بينهما =
𝜋

2
 

(𝑓) جد مساحة متوازي المستطيلات الذي ضلعاة  

|�⃗� × ( 𝐴 × �⃗� )| =   مساحة متوازي المستطيلات

�⃗� × ( 𝐴 × �⃗� ) = |
𝑖 𝑗 𝑘
1 2 −2
−2 7 6

| 

                          = (−1)2𝑖(12 + 14) + (−1)3𝑗(6 − 4) + (−1)4𝑘)(7 + 4) 

                          = 26𝑖 − 2𝑗 + 11𝑘 

|�⃗� × ( 𝐴 × �⃗� )| = |26𝑖 − 2𝑗 + 11𝑘| 

                             = √(26)2 + (−2)2 + (11)2 = √676 + 4 + 121 = √801  

 

 اجب مثال :  الو

 اذا كانت

𝐴 = (2𝑖 + 3𝑗 − 𝑘) 

�⃗� = (3𝑖 − 𝑗 + 2𝑘) 

 فجد 

(1) 𝐴 × �⃗�                (2)  𝐴 . ( 𝐴 × �⃗� )         (3)   𝐴 . �⃗�         (4)  3𝐴 + �⃗�  

 مساحة متوازي المستطيلات الذي ضلعاة (5)

𝐴 × ( 𝐴 × �⃗� )    و     𝐴 × �⃗�  
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 مثال 

 اذا كانت قيمة الدالة

𝐴 = 𝑓𝑖 + 𝑔𝑗 + ℎ𝑘 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑧   ,   𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑒𝑦𝑧    ,   ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = − ln 𝑥𝑦 

 ولتكن

∅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦2𝑧3 

 فجد

(1)   𝑔𝑟𝑎𝑑 ∅ = ∆ ∅ (
𝑑

𝑑𝑥
𝑖 +

𝑑

𝑑𝑦
𝑗 +

𝑑

𝑑𝑧
𝑘) . (𝑥𝑦2𝑧3) 

 الحل

𝑔𝑟𝑎𝑑 ∅ =
𝑑(𝑥𝑦2𝑧3)

𝑑𝑥
𝑖 +
𝑑(𝑥𝑦2𝑧3)

𝑑𝑦
𝑗 +

𝑑(𝑥𝑦2𝑧3)

𝑑𝑧
𝑘 

               = 𝑦2𝑧3𝑖 + 2𝑥𝑦𝑧3𝑗 + 3𝑥𝑦2𝑧2𝑘 

 انحدار الدالة

(2)  𝑑𝑖𝑣 𝐴 = ∆ 𝐴 (
𝑑

𝑑𝑥
𝑖 +

𝑑

𝑑𝑦
𝑗 +

𝑑

𝑑𝑧
𝑘) . (𝑓𝑖 + 𝑔𝑗 + ℎ𝑘) 

                    =
𝑑𝑓

𝑑𝑥
+
𝑑𝑔

𝑑𝑦
+
𝑑ℎ

𝑑𝑘
=
𝑑(𝑥𝑧)

𝑑𝑥
+
𝑑(𝑒𝑦𝑧)

𝑑𝑦
+
𝑑(tan(𝑥𝑦))

𝑑𝑧
 

𝑑𝑖𝑣 𝐴 = 𝑧 + 𝑧𝑒𝑦𝑧 + 0 = 𝑧 + 𝑧𝑒𝑦𝑧  
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ي الفضاء 
 
 𝑹𝟑|معادلة المستقيم ف

 The equation of the lineمعادلة المستقيم   (1)

𝑃𝑡 . 𝑃(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) ∈ 𝐿  , �⃗� = 𝑎𝑖 , 𝑏𝑗, 𝑐𝑘 

𝑤ℎ𝑖𝑐ℎ  𝑖, 𝑗, 𝑘//𝐿 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝑒𝑞 𝑜𝑓 

𝐿 𝑖𝑠
𝑥 − 𝑥1
𝑎

=
𝑦 − 𝑦1
𝑏

=
𝑧 − 𝑧1
𝑐

 

 مثال 

  تمر بالنقطة 
𝑣فيكون موازي للمتجه   𝑃(2,4,−1)جد معادلة المستقيم الن  = 2𝑖 − 3𝑗 +

𝑘 

 الحل

𝑆𝑖𝑛𝑐𝑒    

𝑥 − 𝑥1
𝑎

=
𝑦 − 𝑦1
𝑏

=
𝑧 − 𝑧1
𝑐

 

⟹ 𝑥1 = 2   ,   𝑦1 = 4      , 𝑧1 = −1 

       𝑎 = 2    ,   𝑏 = −3     ,          𝑐 = 1 

𝐿 𝑖𝑠 
𝑥 − 2

2
=
𝑦 − 4

−3
=
𝑧 + 1

1
 

    
 
معادلة المستقيم ف

𝑥−2

2
+
𝑦−4

3
=
𝑧+1

1
     𝑅3   

 ملاحظة 

,𝑃2(𝑥2لتكن لدينا  𝑦2, 𝑧2)  , 𝑃1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1)  الفضاء  
 
فإن المسافة بي    𝑅3 نقتطتي   ف

 :  
 النقطتي   تعرف كالأن 

𝑑 = √(𝑥2 − 𝑥1)
2 + (𝑦2 − 𝑦1)

2 + (𝑧2 − 𝑧1)
2 
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𝐿 

 مثال 

,𝑃2(3,4اذا كان المستقيم يمر بالنقطتي    −1) , 𝑃1(2,1,3)  جد معادلة المستقيم 

 الحل

 

 

 

 

 

𝐿𝑒𝑡 , �⃗⃗⃗� = 𝑃1𝑃2 = (3 − 2)𝑖 + (4 − 1)𝑗 + (−1 − 3)𝑘 

         𝑊 =  𝑖 + 3𝑗 − 4𝑘//𝐿 

    
 
معادلة المستقيم ف

𝑥−2

1
=
𝑦−1

3
=
𝑧−3

−4
     𝑅3   

 مثال 

  الفضاء  𝑃(2,3,4)  جد المسافة بي    بالنقطة 
 
  تقع ف

 والمستقيم 𝑅3الن 

𝐿:
𝑥 − 2

3
=
𝑦 + 1

4
=
2 − 𝑧

3
 

 الحل

𝐿:
𝑥 − 2

3
=
𝑦 − (−1)

4
=
2 − 𝑧

−3
 

  تقع على المستقيم ه  
 𝑃′(2,−1,2)النقطة الن 

𝑑 = √(2 − 2)2 + (−1 − 3)2 + (2 − 4)2 

    = √(0)2 + (−4)2 + (−2)2 = √16 + 4 = √20 = 2√5  
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  𝑹𝟑  The equation the Plareمعادلة المستوي  (2)

𝐿𝑒𝑡 𝑃(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝜋 𝑎𝑛𝑑 𝑉 = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑗 + 𝑐𝑘 

𝑤ℎ𝑖𝑐ℎ 𝑖𝑠 𝑣 ⊥ 𝜋 𝑡ℎ𝑒𝑛 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑐𝑧0 

𝑖𝑓 𝐷 = 𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑐𝑧0  , 𝐷 ∈ 𝑅 

𝑇ℎ𝑒𝑛 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 𝐷    

 مثال 

 وان المتجهه 𝑃(1,2,−1)الذي يحتوي على النقطة  𝜋جد معادلة المستوي 

𝑣 = 2𝑖 − 3𝑗 + 𝑘 ⊥ 𝜋  

 الحل

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 𝐷    

𝐷 = 𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑐𝑧0 

     = 2(1) + (−3)(2) + 1(−1)  

     = 2 − 6 − 1 = −5  

2𝑥معادلة المستوي     − 3𝑦 + 𝑧 = −5 

 مثال 

:𝜋اذا كان لدينا المستوي  3𝑥 + 4𝑦 − 2𝑧 = 2     
 
𝑃جد اي نقطة تقع ف ∈ 𝜋     , 𝜋 

 الحل

 من معادلة المستوي نجد ان المتجه العمودي 

𝑣 = 3𝑖 + 4𝑗 − 2𝑘 
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𝐷وان   = 2    

2 = 𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑐𝑧0 

2 = 3𝑥0 + 4𝑦0 − 2𝑧0 

𝐿𝑒𝑡 

𝑥0 = 1 , 𝑦0 = −1 

⟹ 3(1) + 4(−1) − 2𝑧 = 2 

      3 − 4 − 2𝑧0 = 2 

     −1 − 2𝑧0 = 2 

     −2𝑧0 = 3 

𝑧0 = −
3

2
 

𝑃 (1,−1,−
3

2
) ∈ 𝜋 

 ملاحظة 

,𝑃(𝑥0لتكن  𝑦0, 𝑧0)     
 
 والمستوي  𝑃فإن المسافة بي   تلك النقطة  𝑅3 الفضاء  نقتطة ف

𝜋 ∶  𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 𝐷    

 

 :  
 تعرف كالأن 

𝑑 =
𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑐 (𝑧0 −

𝐷
𝑐)

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
 

𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒  

|𝑣| = √𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2   , 𝑣 = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑗 + 𝑐𝑘 ∈ 𝜋  

 مثال : الواجب

𝜋والمستوي  𝑃(2,1,3)بي   النقطة جد المسافة  ∶ 𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = 2  
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𝑣 

 مثال 

 والعمود على المستقيم تقاطع المستويي    𝑃(2,−1,−1)جد معادلة المستوي المار بالنقطة 

𝜋1 ∶ 2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 3      ,   𝜋2 ∶ 4𝑥 + 2𝑧 − 𝑦 = 7  

 الحل

𝑁1 = 2𝑖 + 𝑗 − 𝑘 ⊥ 𝜋1 

𝑁2 = 4𝑖 + 2𝑘 − 𝑗 ⊥ 𝜋2 

𝑁1 × 𝑁2 = |
𝑖 𝑗 𝑘
2 1 −1
4 −1 2

| 

                 = 𝑖(2 − 1) − 𝑗(4 + 4) + 𝑘(−2 − 4) 

                 = 𝑖 − 8𝑗 − 6𝑘 

𝐿 = 𝑁1 × 𝑁2  //𝑣    ,   𝑣 ⊥ 𝜋3 

⟹  𝐿 ⊥ 𝜋3  

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 𝐷 = 𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑐𝑧0 

𝑆𝑖𝑛𝑐𝑒 𝑃(2,−1,−1) ⟹ 𝑥0 = 2, 𝑦0 = −1, 𝑧0 = −1 

𝑆𝑖𝑛𝑐𝑒 𝐿 = 𝑖 − 8𝑗 − 6𝑘 

⟹ 𝑎 = 1, 𝑏 = −8, 𝑐 = −6 

⟹𝐷 = 1(2) + (−8)(−1) + (−6)(−1) 

           = 2 + 8 + 6 = 16 

 معادلة المستوي

𝑥 − 8𝑦 − 6𝑧 = 16  

  

 

𝑃(2,−1, −1) 
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𝑥 

𝑦 

𝜃 

(𝑥, 𝑦) 

 القطنر   المحور

 القطنر   المحور

 الاحداثيات في الفضاء

  الفضاء             
 
ية ف  𝑅2|الاحداثيات الكارتب  

,𝑥)ه  احداثيات  𝑦)  المستوي  
 
 𝑅2|ف

 

 

 

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 

𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 

𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2  

𝜃 = tan−1 (
𝑦

𝑥
)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 

 الاحداثيات القطبية
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𝑧 

𝑥 

𝑦 

             

  الفضاء          
 
ية ف  𝑅3|الاحداثيات الكارتب  

,𝑥) ه  احداثيات 𝑦, 𝑧) 

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 

𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 

𝑧 = 𝑧 

𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2  

𝜃 = tan−1 (
𝑦

𝑥
)  

 

 

 مثال 

 حول النقاط التالية ال الاخاثيات الاسطوانية 

𝑃 (
1

2
,
√3

2
, 2)  , 𝑃(1,1,1) 

 الحل

1)   𝑃(1,1,1)      , 𝑥 = 1  , 𝑦 = 1 , 𝑧 = 1 

       𝜃 = tan−1(1) =
𝜋

4
 

        𝑟 = √1 + 1 = √2 , 𝑧 = 𝑧 = 1 

𝑃(1,1,1) ⟹ 𝑃(𝑟, 𝜃, 𝑧) = (√2 ,
𝜋

4
, 1) 

 

2 

(𝑟, 𝜃, 𝑧) 

 الاحداثيات الاسطوانية

 



 م.م.ذكرى الكناني                                                                          الرياضيات                                                                                                                    

61 

 الطباعة و التصميم : حسنين مهداوي 
 

2) 𝑃 (
1

2
,
√3

2
, 2)  , 𝑥 =

1

2
, 𝑦 =

√3

2
, 𝑧 = 2  

      𝜃 = tan−1(√3) =
𝜋

3
 , 𝑟 = √

1

4
+
3

4
= √1 = 1 

𝑃 ( 
1

2
,
√3

2
, 2) ⟹ 𝑃(𝑟, 𝜃, 𝑧) = (1,

𝜋

3
, 2)  

 مثال 

ية التالية بأستخدام الاحداثيات الاس   ة وانيطاكتب المعادلة الكارتب  

𝑧2 = 𝑥3 + 2𝑥2𝑦2 + 𝑦3 

 الحل

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃      ,      𝑦 = 𝑟 sin 𝜃           , 𝑧 = 𝑧 

𝑧2 = (𝑟 cos 𝜃)3 + 2(𝑟 cos 𝜃)2(𝑟 sin 𝜃)2 + (𝑟 sin 𝜃)3 

      = 𝑟3 cos3 𝜃 + 2 𝑟4 cos2 𝜃 sin2 𝜃 + 𝑟3 sin3 𝜃 

      = 𝑟3 cos3 𝜃 + 2 𝑟4(cos 𝜃 sin 𝜃)2 + 𝑟3 sin3 𝜃 

      = 𝑟3 cos3 𝜃 + 2 𝑟4 (
sin 2𝜃

2
)
2
+ 𝑟3 sin3 𝜃 

sin 𝑐 [sin 2𝜃 = 2 sin 𝜃 cos 𝜃 

      = 𝑟3 𝑐𝑜𝑠3 𝜃 +
𝑟4

2
sin2 2𝜃 + 𝑟3 sin 𝜃  
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𝑧 

𝑥 

𝑥𝑦 

𝜃 

(𝑃, 𝜃, ∅) 

             

 الاحداثيات الكروية          

,𝑃) ه  احداثيات 𝜃,  بحيث ان (∅

𝑥 = 𝑃 cos 𝜃 sin 𝜃 

𝑦 = 𝑃 sin 𝜃 sin ∅ 

𝑧 = 𝑃 cos∅ 

𝑃 = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2  

𝜃 = tan−1 (
𝑦

𝑥
)  

𝜃  يصنعها محور  
 𝑥𝑦مع المستوي  𝑃الزاوية الن 

  يصنعها الزاوية ا ∅
 𝑃 مع 𝑧لن 

  : الواجب مثال

ية بأستخدام الاحداثيات الكروية بأبسط صورة  اكتب المعادلة الكارتب  

𝑥2 + 4𝑥 + 𝑦2 − 3𝑦 + 𝑧2 = 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

3 
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  Ordinary Differenties Equation (ODE) المعادلات التفاضلية الاعتيادية  

 المعادلة التفاضلية 

  ه  معادلة تحتوي على دالة
ا
 معلومة ومشتقاتها مثل

1) 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 5𝑥 + 3            𝑂𝐷𝐸 

2) 𝑒𝑦  
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 2 (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

= 1 

3)
𝑑2𝑦

𝑑𝑧2
− 4

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=   معادلة تفاضلية جزئية      0

 المعادلة التفاضليةالاعتيادية 

 تغب  مستقل واحد و على مشتقات اعتياديةه  معادلة تحتوي على دالة تعتمد على م

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 2𝑦 = 𝑒𝑥 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝑦′′     ,   

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦′ 

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
= 𝑦(𝑛)  

 بصورة عامة                                                                                

 معادلة التفاضلية ال رتبة

  المعادلة مثل : 
 
 ه  اعلى مشتقة ف

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
=
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒𝑥                          رتبة ثالثة  
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يةل  لمعادلة التفاضلية درجة الجبر

 
ا
  المعادلة مثل

 
 ه  اعلى اس لأعلى مشتقة ف

𝑑4𝑦

𝑑𝑥4
+ (
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
)

6

 −
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= cos 𝑥 

 الرتبة الرابعة 

 الدرجة الاول 

 الشروط الاولية 

لذلك  𝑥والمستقل  𝑦المعادلة التفاضلية الاعتيادية تمتلك حل يمثل علاقة بي   المتغب  المعتمد 

وط الاولية تمثل قيمة   . 𝑥اذا علمت قيمة  𝑦فإن الشر
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 ODEs تصنيف المعادلات

 (Standard form)الشكل الجاهز  1)

𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

  جهه اخرى
 
  جهه و الدوال ف

 
 المشتقات ف

  تأخذ الشكل التال   المعادلات الخطية  :  2)
 ه  المعادلات الن 

𝑦′ + 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑞(𝑥) 

  تأخذ الشكل التال  معادلات برنولي :  3)
 ه  المعادلات الن 

𝑦′ + 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑞(𝑥)𝑦𝑛   𝑖𝑓 𝑛 = 1 𝑜𝑟 𝑛 = 0 

𝑦′ + 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑞(𝑥)        
  النوع الثان 

ات :  4)   تأخذ الشكل التال   مفصولة المتغبر
 ه  المعادلات الن 

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0  

 بحيث ان

𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑥) 

𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝐵(𝑦) 

⟹ 𝐴(𝑥)𝑑𝑥 + 𝐵(𝑦)𝑑𝑦 = 0 

∫𝐴(𝑥)𝑑𝑥 +∫𝐵(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑐       ,   𝑐 ∈ 𝑅  
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 مثال 

 حل المعادلة

𝑥𝑑𝑥 − 𝑦2𝑑𝑦 = 0 

 الحل

𝐴(𝑥) = 𝑥    , 𝐵(𝑦) = −𝑦2      ات     مفصولة المتغب 

𝐴(𝑥)𝑑𝑥 + 𝐵(𝑦) = 0 

 ∫𝐴(𝑥)𝑑𝑥 +∫𝐵(𝑦)𝑑𝑦 = 0 

∫𝑥 𝑑𝑥 −∫𝑦2 = 𝑐 

𝑥2

2
−
𝑦3

3
= 𝑐 ⟹

𝑦3

3
=
𝑥2

2
− 𝑐 

𝐿𝑒𝑡 𝑘 = −3𝑐 

𝑦3 =
3

2
𝑥2 + 𝑘 

𝑦 = (
3

2
𝑥2 + 𝑘)

1 3⁄

 

 ملاحظة

وط الاولية  𝑦(𝑥0)لإيجاد الحل الخاص بحيث ان تستعمل الشر = 𝑦0  وط يجب ان وهذه الشر

 تعط بالسؤال . 
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 مثال 

 حل المعادلة

𝑥𝑑𝑥 − 𝑦2𝑑𝑦 = 0  

 الحل

𝑦(0) = 1 ⟹ 𝑦 = 1 , 𝑥0 = 0 

𝑦(𝑥) = (
3𝑥2

2
+ 𝑘)

1 3⁄

 , 𝑦(0) = 1 

1 = √𝑘
3

 

𝑘 = 1 

𝑦(𝑥) = (
3𝑥2

2
+ 1)

1 3⁄

حلال الخاص            

 مثال 

 حل المعادلة

𝑒𝑥𝑑𝑥 − 𝑦𝑑𝑦 = 0   , 𝑦(0) = 1  

 الحل

𝑒𝑥𝑑𝑥 − 𝑦𝑑𝑦 = ات        0   مفصولة المتغب 

∫𝑒𝑥𝑑𝑥 − ∫𝑦𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥 −
𝑦2

2
= 𝑐 ⟹

𝑦2

2
= 𝑒𝑥 − 𝑐 

𝑦2 = 2𝑒𝑥 − 2𝑐 

𝐿𝑒𝑡 − 2𝑐 = 𝑘 
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𝑦 = (2𝑒𝑥 + 𝑘)1 2⁄ لحلا العام للمعادلة         

𝑠𝑖𝑛𝑐𝑒 𝑦(0) = 1 

1 = (2𝑒0 + 𝑘)1 2⁄  

(2 + 𝑘)1 2⁄ ⟹ 2+ 𝑘 = 1 ⟹ 𝑘 = −1 

𝑦(2𝑒𝑥 − 1)1 2⁄ لحلا الخاص    

 ةجو الدر  المعادلات التفاضلية الاعتيادية من الرتبة الاول

  يالمع
ةن كمادلات الن   حلها بطرق مباشر

  يمكن 1)
اتها المعادلات الن   فصل متغب 

 معادلات التفاضلية التامة 2)

 خطيةمعادلات التفاضلية  3)

 من نوع برنول  معادلات التفاضلية  4)

 خطيةذات معاملات معادلات التفاضلية  5)

ي يمكن 1)
اتها المعادلات الت   فصل متغبر

 ذ الصيغة التاليةخوتأ

𝑔(𝑥)𝑑𝑥 + ℎ(𝑦)𝑑𝑦 = 0 

 والحل العام هو

∫𝑑(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ℎ(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑐  
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 مثال 

 حل المعادلة

𝑥2(1 − 𝑦2)𝑑𝑥 + 𝑦(1 + 𝑥2)𝑑𝑦 = 0  

 الحل

[𝑥2(1 − 𝑦2)𝑑𝑥 + 𝑦(1 + 𝑥2)𝑑𝑥 = 0] ÷
1

(1 − 𝑦2)(1 + 𝑥2)
 

⟹
𝑥2(1 − 𝑦2)

(1 − 𝑦2)(1 + 𝑥2)
𝑑𝑥 +

𝑦(1 + 𝑥2)

(1 − 𝑦2)(1 + 𝑥2)
 𝑑𝑦 = 0 

⟹
𝑥2

(1 + 𝑥2)
𝑑𝑥 +

𝑦

(1 − 𝑦2)
𝑑𝑦 = 0 

⟹∫
𝑥2

(1 + 𝑥2)
𝑑𝑥 + ∫

𝑦

(1 − 𝑦2)
𝑑𝑦 = 𝑐 

⟹∫
𝑥2 + 1 − 1

(𝑥2 + 1)
𝑑𝑥 +

1

2
∫
−2𝑦

1 − 𝑦2
𝑑𝑦 = 𝑐 

∫
(𝑥2 + 1) − 1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 −

1

2
ln(1 − 𝑦2) = 𝑐 

⟹∫𝑑𝑥 −∫
𝑑𝑥

𝑥2 + 1
−
1

2
ln(1 − 𝑦2) = 𝑐 

⟹ 𝑥 − tan−1 𝑥 −
1

2
ln(1 − 𝑦2) = 𝑐 

𝑦(0)      جد الحل الخاص اذا كان لوا جبا = 1 
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 مثال 

 حل المعادلة

𝑥𝑦𝑑𝑦 + (2𝑦𝑥2 + 4𝑥2 − 𝑦 − 2)𝑑𝑥 = 0  

 الحل

𝑥𝑦 𝑑𝑦 + [2𝑥2(𝑦 + 2) − (𝑦 + 2)]𝑑𝑥 = 0 

[𝑥𝑦𝑑𝑦 + (𝑦 + 2)(2𝑥2 − 1)𝑑𝑥 = 0] ÷
1

𝑥(𝑦 + 2)
 

⟹
𝑥𝑦𝑑𝑥

𝑥(𝑦 + 2)
+
(𝑦 + 2)(2𝑥2 − 1)𝑑𝑥

𝑥(𝑦 + 2)
= 0 

𝑦𝑑𝑦

𝑦 + 2
+
2𝑥2 − 1

𝑥
𝑑𝑥 = 0 

∫
𝑦𝑑𝑦

𝑦 + 2
+∫(2𝑥 −

1

𝑥
)𝑑𝑥 = 𝑐 

∫
𝑦 + 2 − 2

𝑦 + 2
𝑑𝑦 +∫(2𝑥 −

1

𝑥
) 𝑑𝑥 = 𝑐 

⟹∫(1 −
2

𝑦 + 2
)𝑑𝑦 + 𝑥2 − ln 𝑥 = 𝑐 

𝑦 − 2 ln(𝑦 + 2) 𝑥2 − ln 𝑥 = 𝑐                   لحال العام  

 جبمثال  الوا

ات  فصل المتغب 
ً
 حل المعادلة مستخدما

1)  𝑥 𝑑𝑦 − (1 + 𝑥)𝑦𝑑𝑥 = 0 

2)  𝑥 (1 − 𝑦)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦(1 + 𝑥) = 0 

3)  (1 + 𝑦2)𝑑𝑥 − √1 − 𝑥2𝑑𝑦 = 0  
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 معادلات تفاضلية متجانسة 2)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦)  

 اذا  𝑛 ةجمن الدر  متجانسةفأنهما تسمى 

((𝑓(𝑡𝑥, 𝑡𝑦) = 𝑡𝑛𝑓(𝑥, 𝑦))) 

 
ا
 فمثل

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= √𝑥2 + 𝑦2 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

𝑓(𝑡𝑥, 𝑡𝑦) = √𝑡2𝑥2 + 𝑡2𝑦2 = 𝑡√𝑥2 + 𝑦2 = 𝑡 𝑓(𝑥, 𝑦)  

 مثال 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑦

𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 لالح

𝑓(𝑡𝑥, 𝑡𝑦) =
𝑡𝑦

𝑡𝑥
=
𝑦

𝑥
= 𝑡0 𝑦. 𝑥 = 𝑡0 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 طريقة حلها تتم حسب الفرضيات التالية

𝑣 =
𝑦

𝑥
→ 𝑦 = 𝑣𝑥 

𝑑𝑦 = 𝑥𝑑𝑣 + 𝑣𝑑𝑥  

اتها  ثم نعوض   المعادلة لك  تحصل على معادلة ويمكن فصل متغب 
 
 هذه الفرضيات ف

 

  

 

 

ط  شر



 م.م.ذكرى الكناني                                                                          الرياضيات                                                                                                                    

72 

 الطباعة و التصميم : حسنين مهداوي 
 

 مثال 

𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥 = √𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑥 

 الحل

𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥 = √𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑥 }  ÷ 𝑑𝑥 

𝑥 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑦 = √𝑥2 + 𝑦2  ⟹ 𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦 + √𝑥2 + 𝑦2 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑦 + √𝑥2 + 𝑦2 

𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

𝑓(𝑡𝑥, 𝑡𝑦) =
𝑡𝑦 + 𝑡√𝑥2 + 𝑦2 

𝑡𝑥
=
𝑡(𝑦 + √𝑥2 + 𝑦2) 

𝑡𝑥
 

                  = 𝑡0 𝑓(𝑥, 𝑦)       متجانسة  

[𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥 = √𝑥2 + 𝑦2𝑑𝑥] ÷ 𝑥 

𝑑𝑦 −
𝑦

𝑥
𝑑𝑥 =

√𝑥2 + 𝑦2

𝑥
𝑑𝑥 

𝑑𝑦 −
𝑦

𝑥
𝑑𝑥 = √1 +

𝑦2

𝑥2
𝑑𝑥  

𝐿𝑒𝑡  𝑣 =
𝑦

𝑥
 

𝑑𝑦 − 𝑣 𝑑𝑥 = √1 + 𝑣2𝑑𝑥 

𝑑𝑦 = 𝑣 𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑣 

⟹ 𝑣 𝑑𝑥 + 𝑥 𝑑𝑣 − 𝑣 𝑑𝑥 = √1 + 𝑣2𝑑𝑥 

𝑥 𝑑𝑣 = √1 + 𝑣2𝑑𝑥 } ÷
1

𝑥√1 + 𝑣2
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⟹
𝑑𝑣

√1 + 𝑣2
=
1

𝑥
𝑑𝑥 

∫
𝑑𝑣

√1 + 𝑣2
−∫

1

𝑥
𝑑𝑥 = 𝑐  

 الحل العام واجب

 مثال 

 انسة جتالمعادلة التفاضلية المحل 

(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥 − 2𝑥𝑦 𝑑𝑦 = 0  

 الحل

(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥 − 2𝑥𝑦 𝑑𝑦 = 0 } ÷ 𝑥2 

𝑥2 + 𝑦2

𝑥2
𝑑𝑥 −

2𝑥𝑦

𝑥2
𝑑𝑦 = 0 

(1 +
𝑦2

𝑥2
)𝑑𝑥 − 2

𝑦

𝑥
𝑑𝑦 = 0 

𝐿𝑒𝑡 𝑣 =
𝑦

𝑥
⟹ 𝑑𝑦 = 𝑥 𝑑𝑣 + 𝑣 𝑑𝑥 

⟹ (1 + 𝑣2)𝑑𝑥 − 2𝑣 (𝑥 𝑑𝑣 + 𝑣 𝑑𝑥) = 0 

(1 + 𝑣2)𝑑𝑥 − 2𝑣𝑥 𝑑𝑣 − 2𝑣2 𝑑𝑥 = 0 

𝑑𝑥 + 𝑣2𝑑𝑥 − 2𝑣 𝑑𝑣 − 2 𝑣2𝑑𝑥 = 0 

𝑑𝑥 − 𝑣2𝑑𝑥 − 2𝑣𝑥 𝑑𝑣 = 0 

(1 − 𝑣2)𝑑𝑥 − 2𝑣𝑥 𝑑𝑣 = 0 }  ÷
1

(1 − 𝑣2)𝑥
 

𝑑𝑥

𝑥
−
2𝑣 𝑑𝑣

1 − 𝑣2
= 0 

∫
𝑑𝑥

𝑥
+∫

(−2𝑣)𝑑𝑣

1 − 𝑣2
= 𝑐 
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ln 𝑥 + ln(1 − 𝑣2) = 𝑐 

ln(𝑥(1 − 𝑣2)) = 𝑐 

ln (𝑥 (1 −
𝑦2

𝑥2
)) = 𝑐                                      لحلا العام   

 : الواجبمثال 

 مع ذكر درجة التجانس انسة جتالمعادلة التفاضلية المحل 

𝑥𝑦2 𝑑𝑦 − (𝑥3 + 𝑦3)𝑑𝑥 = 0    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

Math 

2022-2023 


