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 نظم البديهيات والهندسة 

 The Axiomatic Systemنظم البديهيات 

 
 يتكون النظام البديهي من العناصر التالية:

 

 Undefined termsالكلمات الأولية ) الكلمات غير المعرفة(:     أولا:

 

 وهي مجموعة كلمات في النظام البديهي تقبل بدون تعريف وهي على نوعين:    

 " Technical Terms"الكلمات التقنية    -أ

وهي مجموعة كلمات تكتب في بداية تعريف النظام البديهي وتعتبر أساس بناء النظام البديهي وغالبا ما     

 (.تكون قليلة العدد ومن الأمثلة عليها ) النقطة, الخط, التطابق, البين,..

 "Logical Terms "الكلمات المنطقية  -ب

 نظمة البديهية ومبنية على أساس المنطق الرياضي وهي مجموعة من الكلمات تكون مشتركة بين معظم الأ    

 (.ومثال عليها ) كل, يوجد, على الأقل, على الأكثر,..

 

 Defined termsثانيا: الكلمات المعرفة:  

 ومن الشروط الواجب توفرها في التعريف هي: هلا يمكن استخدام أي مصطلح في الرياضيات إلا بعد تعريف

 

يشترط في التعريف أن يحتوي على أشياء بسيطة وواضحة بحيث يعتمد على كلمات  البساطة: -أ

معرفة سابقا أو كلمات أولية. لقد عرف إقليدس النقطة بأنها الشيء الذي لا بعد له وعرف المستقيم 

بأنه الشيء الذي له طول وليس له عرض وهذه التعاريف غير مقبولة لأنها تحتوي على كلمات 

 البعد, الطول, العرض(.غير معرفة ) 

أي انه يجب إن لا نعرف س بدلاله ص ثم نعرف ص بدلاله س. فمثلا عندما نقول بان  غير دوري: -ب

المستقيم هو مجموعة من النقاط ثم نعرف النقطة بأنها تقاطع مستقيمين فان هذا التعريف غير 

 مقبول لأنه دوري.
ريقة بحيث لاينطبق هذا التعريف على كلمة أي إن التعريف لكلمه ما يجب إن يكون بط الوحدانية: -ت

 أخرى. فمثلا تعريف المستقيم بأنه مجموعة من النقاط هو تعريف غير مقبول لأنه ينطبق أيضا 
 على الدائرة والمربع والمثلث.

 

 Axiomsثالثا: البديهيات :  
اج ظام البديهي ولا تحتوهي فرضيات بسيطة التركيب وواضحة البيان وقليلة العدد وصادقه دائما في الن    

إلى برهان وتتكون البديهيات من الكلمات الأولية والكلمات المعرفة. لقد عرف هلبرت البديهية بأنها ) فرضيه 

حول الكلمات الأولية( وعرف باسكال البديهية بأنها ) بلغت حدا من الوضوح بحيث يستحيل الحصول على 

 جملة أوضح منها للبرهنة عليها(. 

تختص بالنظام البديهي المعني ويمكن إن تكون احد البديهيات في نظام بديهي معين مبرهنة في  البديهيات

 نظام بديهي أخر.



 Theoremsرابعا: المبرهنات:  

وهي حقيقة داخل النظام البديهي وتحتاج إلى برهان ويكون البرهان إما باستخدام البديهيات أو باستخدام     

 المبرهنات السابقة التي تم برهنتها أي إن المبرهنة هي استنتاج منطقي من النظام البديهي.

البديهي بأنة منتهي إذا احتوى  تعتبر الهندسة احد الأمثلة على الأنظمة البديهية ويقال على النظامملاحظة: 

 على عدد محدد من النقاط وبعكسه فان النظام يكون غير منتهي.
 

 Projective Plane  المستوي الاسقاطي: -اولا
يحتوي على الكلمات  و(π)يعتبر المستوي الاسقاطي مثال لنظام بديهي حيث يرمز لهذا المستوي بالرمز 

وللخطوط بالحروف الصغيرة  …,A,B,Cالأولية ) النقطة والخط ( حيث سنرمز للنقاط بالحروف الكبيرة 

l,m,n,... :وبديهيات هذا المستوي هي , 
A1.أي نقطتين مختلفتين يحتويهما خط واحد فقط : 

A2.كل خط يحتوي على الأقل ثلاثة نقاط مختلفة : 

A3وتوجد على الأقل نقطة بحيث إن النقطة لا تقع على الخط. : يوجد على الأقل خط 

A4.كل خطين مختلفين يشتركان في نقطة واحدة على الأقل : 

 

 كل خطين مختلفين يشتركان في نقطة واحدة فقط. :1مبرهنة 

 خطين مختلفين في المستوي الاسقاطي. m, nالمفروض: 

 يشتركان في نقطة واحدة فقط. m, nم. ث. : الخطين 

 m, nمشتركة بين الخطين  Qتوجد نقطة مثل  [A4]البرهان: حسب البديهية 

 Pهي النقطة  m, nنفرض وجود نقطة أخرى مشتركة بين الخطين 

  الخطينm, n يشتركان بنقطتين مختلفتين 

  حسب بديهية[A1]   فانm=n  وهذا خلاف الفرض لانm, n خطين مختلفين 

  الخطينm, n يشتركان بنقطة واحدة فقط 

 

  كل نقطة في المستوي الاسقاطي يمر بها ثلاثة خطوط مختلفة على الأقل.  :2مبرهنة 

 نقطة في المستوي الاسقاطي. Qالمفروض: 
 يمر بها ثلاثة خطوط مختلفة على الأقل. Qم.ث.: النقطة 

 Q .[A3]لا يمر من النقطة  mمثل  البرهان: يوجد خط

 P1, P2, P3مثل  mتوجد ثلاث نقاط مختلفة على الخط  [A2]حسب البديهية 

  يوجد خط بين بالنقطتينQ, P1                           

                                                                                               Q, P2      [A1] يوجد خط بين بالنقطتين 

                                                                         Q, P3يوجد خط بين بالنقطتين 
  توجد ثلاث خطوط مختلفة على الأقل تمر من النقطةQ  وهيQP1, QP2, QP3 
 

                                                                  Q 
 
 
 

                                      m 
                                                P3               P2                      P1 



  ملاحظات:

 }على الأكثر  { ∩ }على الأقل   {=}واحد فقط  { .1

 العبارات التالية متكافئة: .2
, النقطة Pيمر من النقطة   m, الخط Pيحتوي على النقطة  m, الخط mتقع على الخط  P) النقطة       

p        تنتمي إلى الخطm.) 
 :العبارات التالية متكافئة .3
تقع على  P, النقطة  Pيتقاطعان في النقطة  l, m, الخطين  l, mتنتمي إلى الخطين  P) النقطة  

 (.Pيشتركان في النقطة  l, m, الخطين l, mالخطين 
 

 :المستوي الاسقاطي المنتهي
 هو مستوي إسقاطي يحتوي على مجموعة منتهية من النقاط والخطوط.

 

من النقاط المختلفة فان المستوي  nاذا وجد خط في المستوي الاسقاطي يحتوي بالضبط على  :3مبرهنة 

 من النقاط. n+1-2nالاسقاطي يحتوي بالضبط على 

 P1,P2,P3,...,Pn    من النقاط المختلفة nخط في المستوي الاسقاطي يحتوي بالضبط على  lالمفروض: 

 n+1-2nم. ث.: عدد نقاط المستوي الاسقاطي بالضبط 

 l .[A3]                               Qلا تقع على الخط  Qالبرهان: توجد نقطة مثل 

 Q, P1 [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 
 Q, P2 [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

 Q, P3 [A1]                           An       A3  A2           A1يوجد خط يمر بالنقطتين 
. 

. 

. 

 Q, Pn [A1]                     Pn            P3         P2        P1يوجد خط يمر بالنقطتين 

 من الخطوط المختلفة   nأي انه يوجد 
 A1, A2, A3, …..,An [A2]توجد نقطة ثالثة على كل خط من هذه الخطوط ولتكن 

 A1P2, A1P3, A1P4,…,A1Pn  [A1]نرسم الخطوط  A1من النقطة 

 Q.] [A4من النقاط بالإضافة الى النقطة  n-1في  QP2وهذه الخطوط تقطع الخط 

من النقاط بالاضافة الى  n-1تحتوي على  QP1, QP3, …., QPnوبنفس الطريقة نثبت بان الخطوط 

 Qالنقطة 

 =1+(1عدد النقاط-n(n=n+1 -2n 

 n+1-2nولكي نثبت بان عدد النقاط هو بالضبط 

 لا تقع على أي من هذه الخطوط  Bنفرض وجود نقطة مختلفة مثل 

  يوجد خط مثلQB [A1] 

  الخطQB  يقطع الخطl  في نقطة جديدة هيPn+1 (1)مبرهنة 
   عدد نقاط الخطl هيn+1  وهذا خلاف الفرض 

  عدد النقاط بالضبط هوn+1-2n 
 



      

من   nمن النقاط المختلفة فان أي خط اخر يحتوي بالضبط على  nاذا وجد خط يحتوي بالضبط على  نتيجة:

 النقاط المختلفة.

 P1,P2,P3,...,Pn    من النقاط المختلفة nيحتوي بالضبط على  مستقيم lالمفروض: 

 من النقاط المختلفة.  nم. ث.: أي خط اخر في المستوي الاسقاطي يحتوي بالضبط على 

 l  [A3].                               Qلا تقع على الخط Qالبرهان: توجد نقطة مثل 

 Q, P1 [A1]                                 Q1يوجد خط يمر بالنقطتين 

 Q, P2 [A1]                           Q2يوجد خط يمر بالنقطتين 

                                       Q, P3 [A1]                           Aيوجد خط يمر بالنقطتين 

                                 .                                Qn-2 

. 

. 

 Q, Pn [A1]               Pn       Pn-1  P3      P2            P1يوجد خط يمر بالنقطتين 

 QP1 [A2]على الخط  Aمثل ثالثة توجد نقطة 

  AP2 [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

 AP3 [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

. 

. 

. 

  APn-1 [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

 Q1 [A4]في نقطة مثل  QPnيقطع الخط  AP2الخط 

 Q2 [A4]في نقطة مثل  QPnيقطع الخط  AP3الخط 

. 

. 

. 

 Qn-2 [A4]في نقطة مثل  QPnيقطع الخط  APn-1الخط 
  الخطQPn  يحتوي علىn  النقاط منQ, Q1, …,Qn-2, Pn 

  عدد نقاط الخطQPn  هوn من النقاط 

 A, Bفان يوجد خط يمر بالنقطتين  Bيحتوي على نقطة اضنننننننافية ولت ن  QPnو اذا فرضنننننننا بان الخط 

[A1]  و يقطع الخطl  في نقطة جديدة ولت نPn+1 [A4]  وهذا خلاف الفرض لان عدد نقاط الخطl يه 

 من النقاط nبالضبط 

  يوجد بالضبطn  من النقاط المختلفة على الخطQPn. 

 

 Affine Planeالمستوي التالفي ) الافيني ( :  -ثانيا

ويحتوي على ( النقطننة والخط  ) ويحتوي على ال لمنناا التقنيننة)  α (يرمز لهننذا المسننننننتوي بننالرمز    

 البديهياا التالية:

A1.كل نقطتين مختلفتين يحتويهما خط واحد فقط : 

A2.كل خط يحتوي على ثلاثة نقاط مختلفة على الأقل : 

A3.توجد على الأقل نقطة ويوجد على الأقل خط بحيث إن النقطة لا تقع على الخط : 

A4 اذا كان :l  خط وP النقطة نقطة لا تقع علية فيوجد خط واحد فقط يمر من P المستقيم ويوازي l. 



      

الخطوط في المسنننتوي الاسنننقاطي ت ون متقاطمة دانما بينما في المسنننتوي التالفي يم ن ان ت ون ملاحظة: 

 متوازية او متقاطمة.

 

 في نقطة واحدة على الاكثر.كل خطين مختلفين في المستوي التالفي يشتركان  : 1مبرهنة 

 خطين مختلفين في المستوي التالفي. l, mالمفروض : 

 يشتركان في نقطة واحدة على الاكثر. l, mم. ث. : 

 البرهان : نبرهن بطريقة التناقض

                    A, Bيشتركان في نقطتين مختلفتين مثل  l, mنفرض ان الخطين 

  حسب[A1]  فانl=m  وهذا خلاف الفرض لانl, m خطان مختلفان 

  الخطينl, m                                  .يشتركان في نقطة واحدة على الأكثر 

 

 المستقيم القاطع لأحد مستقيمين متوازيين يقطع الأخر. :2مبرهنة 

 Pفي النقطة   mم يقطع مستقي kمستقيمين متوازيين و  l, mالمفروض: 

 lيقطع  kم. ث. : المستقيم 

 البرهان: سنبرهن بطريقة التناقض                                                                                       

                              l                                                            m                 Pيوازي  kنفرض ان المستقيم 

  المستقيمm  يوازيl ]  بالفرض[ 

  المستقيمانk, m  يوازيان المستقيمl  من نقطةP                                               k 

 l                                                              [A4]وهذا غير مم ن حسب 
 k  لا يوازيl   k  قاطع الىl. 

 

 متوازيان. ثالثالمستقيمان الموازيان لمستقيم  :3مبرهنة 

                                    mيوازي  lوالمستقيم  nيوازي  lالمفروض: المستقيم 

 m                                                         lيوازي المستقيم  nم. ث.: المستقيم 

 mالبرهان : نبرهن بطريقة التناقض                                                              

  P                                    nفي النقطة  nيم يقطع المستق mنفرض ان المستقيم 

  من نقطة واحدة وهيP  يوجد مستقيمان موازيان الىl  وهذا خلاف[A4]  

  المستقيمm  يوازي المستقيمn. 

  

 المستوي التالفي المنتهي:

 وهو مستوي تالفي يحتوي على عدد منتهي من المناصر ) النقاط , الخطوط (.    

 

 

من النقاط المختلفة فان أي مسننننننتقيم اخر يوازيي يحتوي  nاذا وجد خط يحتوي بالضننننننبط على  : 4مبرهنة 

 من النقاط المختلفة. nبالضبط على 

 P1,P2,P3,...,Pn    من النقاط المختلفة nخط يحتوي بالضبط على  lالمفروض: 

 من النقاط المختلفة.  nيحتوي بالضبط على  lم. ث.: أي خط يوازي 

                       l .[A3]لا تقع على الخط  Q1البرهان: توجد نقطة مثل 

          l [A4]ويوازي الخط  Q1يمر من النقطة  mيوجد خط مثل 

 mمن النقاط على الخط  nسنبرهن وجود 



      

                                                                                                  Q1, P1 [A1]يوجد خط بين النقطتين 

                                                                                         Q1P1لا تقع على الخط  P2وبما ان النقطة 

  يوجد خط يمر من النقطةP2  وموازي الى الخطP1Q1 [A4]     

 ]2مبرهنة  [ Q2في نقطة  mويقطع الخط 

 Q3, …. , Qnوبنفس الطريقة نحصل على النقاط 

  الخطm  يحتوي علىn  من النقاط المختلفةQ1, Q2, ….., Qn 

 من النقاط المختلفة nيحتوي بالضبط على  mول ي نبرهن أن الخط 

 mعلى الخط  Qn+1نفرض وجود نقطة أضافية مثل 

 Q1P1لا تقع على الخط  Qn+1وبما إن النقطة 

  يوجد خط يمر من النقطةQn+1  ويوازي الخطQ1P1  ويقطع الخطl  في نقطة جديدة مثل         

 Pn+1 ]   2مبرهنة[ 

  أصبح عدد نقاط الخطl  هوn+1 وهذا خلاف الفرض 

  الخطm  يحتوي بالضبط علىn من النقاط المختلفة 

 

 

                            m    Qn+1     Qn                Q3          Q1            Q2 

    

 

                                l 

                                 Pn+1       Pn               P3            P2             P1 

 

 

 

من الخطوط  n-1من النقاط المختلفة فان يوجد بالضنننننبط  nأذا وجد خط يحتوي بالضنننننبط على   :5مبرهنة 

 الموازية لي.

 

 P1,P2,P3,...,Pn    من النقاط المختلفة nخط يحتوي بالضبط على  lالمفروض: 

 lمن الخطوط الموازية إلى الخط  n-1م. ث.: يوجد بالضبط 

   l .[A3]لا تقع على الخط  Q1البرهان: توجد نقطة مثل 

    Q1P1 [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

    Q1Pn [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

  ]2+ مبرهنة Q2 ] A4 في نقطة Q1Pnويقطع الخط  Q1P1م خط موازي إلى يم ن رس P2من النقطة 

 Q3, Q4, ….., Qn-1وبنفس الطريقة نحصل على النقاط 

 l   [A4]يوجد خط واحد فقط يوازي  Q1من النقطة 

 Q2, Q3, …., Qn-1من كل نقطة من النقاط  lوبنفس الطريقة يوجد خط واحد فقط موازي إلى 

  1يوجد-n  من الخطوط الموازية إلىl 

  lمن الخطوط الموازية إلى  n-1ول ي نبرهن اني توجد بالضبط 

 mولي ن الخط  lنفرض وجود خط أضافي موازي إلى 

  ] 2مبرهنة  [ Aفي نقطة مثل  Q1Pnيقطع الخط   mالخط 



      

في  lويقطع الخط  P1Q1يم ن رسننننننم خط موازي إلى الخط  P1Q1التي لا تقع على الخط  Aمن النقطة 

 Q1                                                                                    ] 2+مبرهنة Pn+1 ]  A4نقطة مثل 

 Q2وهذا خلاف الفرض                                                    n+1 هو  lوبذلك أصبح عدد نقاط الخط 

  1يوجد بالضبط-n  من الخطوط الموازية إلىl                                                           Q3 

                                                                                                               Qn-1 

                                                                                     l 

                                                                                        Pn             Pn-1     P3 P2   P1 

 

  

 nمن النقاط المختلفة فان أي خط أخر يحتوي بالضبط على  nأذا وجد خط يحتوي بالضبط على  :6مبرهنة 

 من النقاط المختلفة.

 P1,P2,P3,...,Pn    من النقاط المختلفة nخط يحتوي بالضبط على  lالمفروض: 

 من النقاط المختلفة   nم. ث.: أي خط يحتوي بالضبط على 

 mالبرهان: نفرض وجود خط أخر مثل 

  ]4مبرهنة  [من النقاط المختلفة  nيحتوي بالضبط على  mفان  lيوازي   mففي حالة أن 

 lيقطع  mإما في حالة أن 

   1 بالضبط فاني يوجد  5حسب مبرهنة-n  من الخطوط الموازية إلىl 

   l يقطع mوبما إن 

  فان  2حسننننب مبرهنةm  1يقطع-n  من الخطوط الموازية إلىl  1في-n  من النقاط المختلفة بالإضننننافة

 lإلى نقطة التقاطع مع 

 m  يحتوي علىn من النقاط المختلفة 

يصبح عدد وبذلك  lيحتوي على نقطة أضافية فاني من هذه النقطة يم ن رسم موازي إلى  mوإذا فرضنا أن 

 5من الخطوط وهذا خلاف لمبرهنة  nهي  lالخطوط الموازية إلى 

  يوجد بالضبطn  من النقاط المختلفة على الخطm 

 

 تمارين:
 من النقاط المختلفة برهن على إن: nأذا وجد خط في المستوي الاسقاطي يحتوي بالضبط على -1

 من الخطوط المختلفة. nأي نقطة في النظام يمر بها بالضبط  -أ

 من الخطوط في النظام. n+1-2nيوجد بالضبط  -ب

 من النقاط المختلفة برهن على إن: nأذا وجد خط في المستوي ألتالفي يحتوي بالضبط على  -2

 من النقاط المختلفة في النظام. 2nيوجد بالضبط  -أ

 لخطوط المختلفة.من ا n+1 أي نقطة يمر بها بالضبط  -ب

 من الخطوط المختلفة في النظام. n(n+1)يوجد بالضبط  -ا
  



 The System of fanoنظام بديهيات فانو :  -ثالثا

 
عند إضافة البديهية التالية الى نظام بديهيات المستوي الاسقاطي نحصل على نظام بديهيات فانو ) كل خط     

 يحتوي على الأكثر ثلاث نقاط مختلفة(.

 مختلفة " و بما إن البديهية الثانية تنص على إن : " كل خط يحتوي على الأقل ثلاث نقاط

 ." يمكن صياغة البديهيتين أعلاه كالأتي: " كل خط يحتوي بالضبط على ثلاث نقاط مختلفة 

 

 :ظام بديهيات فانو هون    

A1.أي نقطتين مختلفتين يحتويهما خط واحد فقط : 

A2                                               كل خط يحتوي بالضبط على ثلاث نقاط مختلفة : 

A3           .توجد على الأقل نقطة ويوجد على الأقل خط بحيث إن النقطة لا تقع على الخط : 

A4.كل خطين مختلفين يشتركان في نقطة واحدة على الأقل : 

 

          Qت فانو على سبعة نقاط فقط.                                               يحتوي نظام بديهيا :1مبرهنة 

 المفروض: نظام بديهيات فانو.                                                                                     

 نقاط.       ةسبع بطضهي بالنظام بديهيات فانو عدد نقاط م. ث. : 

             [A3]لا تقع علية  Qوتوجد نقطة مثل  lالبرهان: يوجد خط مثل 

 P1, P2, P3 [A2]             A3      A2            A1   وهي lيوجد بالضبط ثلاث نقاط مختلفة على الخط 

 Q-P1, Q-P2, Q-P3 [A1]يوجد خط بين النقطتين 

 QP1, QP2, QP3 [A2]     lخطوط على ال A1, A2, A3توجد نقاط مثل 

  :توجد سبعة نقاط مختلفة وهيQ, P1, P2, P3, A1, A2, A3              P3              P2        P1 

نفرض وجود نقطة إضافية, فان هذه النقطة اما ان تقع على احد الخطوط وبذلك يصبح عدد نقاط ذلك الخط 

, او انها لا تقع على أي من الخطوط وبذلك يمكن رسم خط من هذه النقطة يمر [A2]أربعه نقاط وهذا خلاف 

 [A2]وهذا خلاف ]  P [في نقطة رابعة lويقطع  Qبنقطة 

 .يوجد بالضبط سبعة نقاط مختلفة 

 

 يحتوي نظام بديهيات فانو على سبعة خطوط فقط. : 2مبرهنة 

 المفروض: نظام بديهيات فانو.

      Qم. ث. : يوجد سبعة خطوط مختلفة فقط في نظام بديهيات فانو.                                          

            [A3]لا تقع علية  Qوتوجد نقطة مثل  lالبرهان: يوجد خط مثل 

             P1, P2, P3 [A2]   وهي lيوجد بالضبط ثلاث نقاط مختلفة على الخط 

 Q-P1, Q-P2, Q-P3 [A1] A3                                                       A1يوجد خط بين النقطتين 

      QP1  [A2]                                                      A2على الخط   A1توجد نقطة ثالثة مثل 

      QP2  [A2] على الخط A2توجد نقطة ثالثة مثل 

   QP3 [A2]                                l  على الخط A3ثالثة مثل  ةتوجد نقط

 P3 [A1+A2]                        P3             P2      P1النقطة يمربو A1, A2يوجد خط بين النقطتين 

 P1 [A1+A2]النقطة يمر بو A2, A3يوجد خط بين النقطتين 

 P2 [A1+A2]النقطة يمر بو A1, A3يوجد خط بين النقطتين 

  :توجد سبعة خطوط مختلفة في النظام وهيA3,lA2, A21AA3, A1QP1, QP2, QP3,  



نفرض وجود خط اضافي في النظام, فان هذا الخط سوف يقطع جميع خطوط النظام وبذلك سيكون كل خط 

 .A2يحتوي على الاقل على اربعة نقاط مختلفة وهذا خلاف 

                                                .يوجد بالضبط سبعة خطوط مختلفة في النظام 

 

 كل نقطة في نظام بديهيات فانو يمر بها بالضبط ثلاث خطوط. :3 مبرهنة

  

 نقطة في نظام بديهيات فانو.                                                               Qالمفروض: 

 Q                                 يمر بها بالضبط ثلاث خطوط.                            Qم. ث.: النقطة 

 Q [A3]لا يمر بالنقطة  lالبرهان: يوجد خط مثل 

 P1, P2, P3 [A2]وهي  lتوجد ثلاث نقاط فقط على الخط 

                              Q-P1, Q-P2, Q-P3 [A1]يوجد خط بين النقطتين 

  يوجد ثلاث خطوط تمر من النقطةQ  وهيQP1, QP2, QP3          l         

 Q                                                      P3       P2     P1نفرض وجود خط رابع يمر من النقطة 

  هذا الخط سيقطع الخطl  في نقطة رابعة[A4]  وبذلك سيكون عدد نقاط الخطl  هو اربعة وهذا خلاف

 لفرضا

  يوجد بالضبط ثلاث خطوط مختلفة تمر من النقطةQ. 
 



 The System of Youngنظام بديهيات يونك:    -رابعا

 

عند إضافة البديهية التالية الى نظام بديهيات المستوي التالفي نحصل على نظام بديهيات يونك ) كل خط      

 يحتوي على الأكثر ثلاث نقاط مختلفة(.

 " لكل خط يحتوي على الأقل و بما إن البديهية الثانية في نظام بديهيات المستتتتتتتوي التالفي ىنإ على إن :

 ثلاث نقاط مختلفة "

 ." يمكن صياغة البديهيتين أعلاه كالأىي: " كل خط يحتوي بالضبط على ثلاث نقاط مختلفة 

 :نظام بديهيات يونك هو 

A1.كل نقطتين مختلفتين يحتويهما خط واحد فقط : 

A2الضبط على ثلاث نقاط مختلفة.: كل خط يحتوي ب 

A3.ىوجد على الأقل نقطة ويوجد على الأقل خط بحيث إن النقطة لا ىقع على الخط : 

A4 اذا كان :l  خط وP  نقطة لا ىقع علية فيوجد خط واحد فقط يمر منP  ويوازيl. 

 نقاط فقط.وبذلك يكون نظام بديهيات يونك هو نظام هندسة منتهية حيث يحتوي فيه الخط على ثلاث 

 

 ىوجد بالضبط ىسعه نقاط مختلفة في نظام بديهيات يونك. :1مبرهنة 

 المفروض: نظام بديهيات يونك.

 م. ث. : يوجد بالضبط ىسعه نقاط مختلفة في النظام.

                                                     [A3]لا ىقع علية  Q1ونقطة مثل  lالبرهان: يوجد خط مثل 

         l [A2]                  Q3     Q2       Q1على الخط  P1, P2, P3د بالضبط ثلاثة نقاط مختلفة يوج

                                                    m [A4]  mوليكن  lالى يوجد خط موازي  Q1من النقطة 

  يوجد بالضبط ثلاث نقاط مختلفةQ2, Q3Q1,   على الخطm [A2]         R3     R2        R1 

 Q1, P1 [A1]                                         kيوجد خط بين النقطتين 

 Q1P1 [A2]                                  lعلى الخط  R1ىوجد نقطة مثل 

 k [A4]                 P3       P2         P1وليكن الخط  lيمكن رسم خط موازي الى  R1من النقطة 

 R1, R2, R3 [A2]وهي  kىوجد ثلاث نقاط بالضبط على الخط 

  ىوجد ىسعة نقاط مختلفة في النظام هيP1, P2, P3, R1, R2, R3, Q1, Q2, Q3 

 ولكي نبرهن انه يوجد بالضبط ىسعة نقاط مختلفة في النظام.

 في النظام. Aنفرض وجود نقطة اضافية مثل 

فاذا كانت هذه النقطة ىقع على احد الخطوط فهذا يعني بان ذلك الخط يحتوي على اربعة نقاط وهذا خلاف 

[A2] اما اذا كانت النقطة .A  لا ىقع على أي من الخطوط فانه من هذه النقطة يمكن رستتتتتتم موازي الىl 

 . n [A4] وليكن 

 lيقطع الخط  P1Q1وبما ان الخط 

  فان  2حسب مبرهنةP1Q1  يقطع الخطn 

  اصبح عدد نقاط الخطP1Q1  هو اربعة نقاط وهذا خلاف[A2] 

 .يوجد بالضبط ىسعة نقاط مختلفة في النظام 

 

 يوجد بالضبط اثنى عشر خط مختلف في نظام بديهيات يونك. :2مبرهنة 

 المفروض: نظام بديهيات يونك.

 م. ث.: يوجد بالضبط اثنى عشر خط مختلف في نظام بديهيات يونك.

                                                     [A3]لا ىقع علية  P1ونقطة مثل  lالبرهان:  يوجد خط مثل 



 l [A2]   P3             P2            P1على الخط  Q1, Q2, Q3يوجد بالضبط ثلاث نقاط مختلفة 

 m [A4]  mوليكن الخط  lويوازي الخط  P1يوجد خط يمر من 

 P2, P3  [A2]يحتوي على نقطتين إضافيتين هما  mالخط 

 P1, Q1 [A1]                               A3             A2        A1يوجد خط يمر بالنقطتين 

 P1, Q2 [A1]                          kيوجد خط يمر بالنقطتين 

 P1, Q3 [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

 P2, Q1 [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

 P2, Q2 [A1]                            l     Q3             Q2              Q1يوجد خط يمر بالنقطتين  

 P2, Q3 [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

 P3, Q1 [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

 P3, Q2 [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

 P3, Q3 [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

 P1Q1 [A2]على الخط  A1ىوجد نقطة مثل 

 k [A4]وليكن الخط  lيمكن رسم خط موازي الى  A1من النقطة 

   يوجتتد اثني عشتتتتتتر مختلف وهيl, m, k, P1Q1, P1Q2, P1Q3, P2Q1, P2Q2, P2Q3, 

P3Q1, P3Q2, P3Q3. 

  nولكي نبرهن انه يوجد بالضبط اثني عشر خط مختلف نفرض وجود خط اضافي في النظام وليكن 

وبذلك يكون  2في نقطة رابعة حستتتتتتب مبرهنة  P1Q1فهذا يعني انه يقطع الخط  lموازي الى n فاذا كان 

 .[A2]يحتوي على اربعة نقاط وهذا خلاف  P1Q1الخط 

 .[A2]وهذا ايضا خلاف  lفهذا يعني انه ىوجد اربعة نقاط على الخط  lقاطع الى  nاما اذا كان 

 .يوجد بالضبط اثني عشر خط مختلف في نظام بديهيات يونك 

 

 كل نقطة في نظام بديهيات يونك يمر بها بالضبط اربعة خطوط مختلفة. :3مبرهنة 

 Qنقطة في نظام بديهيات يونك                                                          Qالمفروض: 

 m        يمر بها بالضبط اربعة خطوط مختلفة Qم. ث. : النقطة 

 Q [A3]نقطة ال يمرلا  lالبرهان: يوجد خط مثل 

 l (P1, P2, P3) [A2]ىوجد ثلاث نقاط بالضبط على الخط 

                                                                           P1, Q [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

                           P2, Q [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

 P3, Q [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

 l [A4]           lويوازي  mمثل  Qيوجد خط يمر من النقطة 

  ىوجد اربعة خطوطQP3, QP2, QP1m,   ىمر من النقطةQ            P3               P2      P1 

 Qيمر من النقطة  kنفرض وجود خط اخر مثل 

 [A4]وهذا خلاف  lموازي الى  kفاما ان يكون الخط 

  Qمن نقطة واحدة  lلانه يكون لدينا خطان موازيان الى 

 [A2]يحتوي على اربعة نقاط مختلفة وهذا خلاف  lفهذا يعني ان الخط  lقاطع الى  kاما اذا كان الخط 

  يوجد بالضبط اربعة خطوط مختلفة ىمر من النقطةQ. 

  

 

 



 Properties of Axiomatic Systemخواص النظام البديهي:   
 ىعتبر الصفات التالية صفات اساسية لاختبار النظام البديهي من حيث:    

 Consistency الاىساق ) الانسجام (  .1

 Independence    الاستقلال .2

 Completeness التمامية ) الاكتمال (  .3

  

 ( Consistency )اولا: الاىساق 

وهي صفة اساسية واجب ىوفرها في النظام البديهي ونعني بالاىساق عدم وجود بديهيتين متناقضتين او     

 مبرهنتين متناقضتين او بديهية ىناقض مبرهنة.

ىعريف : يقال عن نظام بديهي بانه متستتتتت  اذا لم يوجد أي ىناقض بين أي بديهيتين او مبرهنتين او بديهية 

 ومبرهنة.

 :Model  ىعريف النموذج

هو ذلك التفسير للنظام البديهي والذي يجعل كافة عبارات النظام البديهي ) البديهيات والمبرهنات ( جمل     

 صادقة.

 

 طريقة اختبار الاىساق:

اذا امكن كتابة نموذج للنظام فان النظام البديهي متستتتتتت  و الا فانه نظام بديهي غير متستتتتتت  لذلك يمثل     

 ار اىساق النظام البديهي.النموذج طريقة لاختب

 

 س/ ناقش اىساق بديهيات المستوي الاسقاطي.

 ج/ نموذج الاول :

 والخطوط هي عبارة عن اعمدة من الارقام. ..… ,3 ,2 ,1نفرض النقاط ىمثل مجموعة من الارقام 

 

n=3 

 نقاط 3)  (علىكل خط يحتوي 

 خطوط  3)  (كل نقطة يمر بها

 n+1-23+1=n-23 =7عدد نقاط المستوي 

 n+1-23+1=n-23 =7عدد خطوط المستوي 

 

هذا النموذج يحق  بان نظام بديهيات المستتتتوي الاستتتقاطي هو نظام متستتت  )ونظام بديهيات فانو هو ايضتتتا 

 نظام متس (

 

 نموذج الثاني: 

 

m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7 m8 m9 m10 m11 m12 m13 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1 

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1 2 3 

10 11 12 13 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7 

1 2 3 4 5 6 7 

2 3 4 5 6 7 1 

4 5 6 7 1 2 3 



n=4 

 نقاط 4)  (كل خط يحتوي على

 خطوط  4)  (كل نقطة يمر بها

 n+1-2+1=n4-24 =13عدد نقاط المستوي 

 n+1-2+1=n4-24 =13عدد خطوط المستوي 

 هذا النموذج يحق  بان نظام بديهيات المستوي الاسقاطي هو نظام متس  )ولا يحق  نظام بديهيات فانو( 

 

 س/ ناقش اىساق نظام بديهيات المستوي التالفي.

 ج/ النموذج الاول:

n=3 

 نقاط 3)  (كل خط يحتوي على

 خطوط  n+1=4)  (كل نقطة يمر بها

 n=29عدد نقاط المستوي 

 n(n+1) =12عدد خطوط المستوي

m1  m2 m3 m4 m5 m6 m7 m8 m9 m10 m11 m12 

1 4 1 1 1 2 2 2 3 3 3 7 

2 5 4 5 6 4 5 6 4 5 6 8 

3 6 7 8 9 9 7 8 8 9 7 9 

 

هذا النموذج يبين بان نظام بديهيات يونك هو نظام متس  لانه امكن كتابة نموذج للنظام ) نموذج يتكون من 

 .ونظام بديهيات المستوي التالفي هو نظام متس  ايضا واثني عشر خط (ىسعه نقاط 

  

 النموذج الثاني:

n=4 

 نقاط 4)  (كل خط يحتوي على

 خطوط  n+1=5)  (كل نقطة يمر بها

 n=216عدد نقاط المستوي 

 n(n+1) =20عدد خطوط المستوي

 
l1 l2 l3 l4 l5 l6 l7 l8 l9 l10 l11 l12 l13 l14 l15 l16 l17 l18 l19 120 

1 5 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4 9 10 

2 6 5 6 7 8 5 6 7 8 5 6 7 8 5 6 7 8 11 12 

3 7 9 10 11 12 10 11 12 9 11 15 9 13 14 9 13 10 14 13 

4 8 13 14 15 16 16 13 14 15 12 16 10 14 15 12 16 11 16 15 

 

 التالفي هو نظام متس هذا النموذج يبن ان نظام بديهيات المستوي 



 Independenceثانيا: الاستقلال:   
يقال عن بديهيه ما في نظام بديهي معين بانها مستتتتتتتق ل ايا  ب يمن بالاممات استتتتتتتهتاهها ا  ب  انها     

فات  ذه  بديهيات الاخ ى  بالاعتماد ع ى ا  ما  بديهيل  باقيل  في حا ل ب  ات  بديهيات ا  بالاعتماد ع ى ا 

هيل  يموت ا هظام ا بديهي مستتتقلا ا بديهيل تموت غي  مستتتق ل  ي ا اعتباا ا مب  هل بدلا من ات تموت بدي

 ايا كانت كل بديهيل من بديهيات ا هظام مستق ل.

  

 ط يقل اختباا صفل الاستقلال:

حيث ات  Aiلاختباا استتتقلال ا بديهيل  A1, A2,..., Anنف ض ات ا هظام ا بديهي يتموت من ا بديهيات     

i=1, 2 ,…, n :نقوم با خطوتين ا تا يتين 

 م موعل متسقل. A1, A2,..., An)  (نثبت بات .1

 م موعل متسقل. A1, A2,...,⁓ Ai,…, An) (نثبت بات .2

 

 ./ ناقش استقلال نظام بديهيات ا مستوى ا تا في1س

 ( استقلال ا بديهيل الا  ى.1ج/ 

A1.كل نقطتين مخت فتين يوهد خط  احد فقط يحتويهما : 

A1  ف عaيحتويهما. : كل نقطتين مخت فتين يوهد ع ى الاقل خط  احد 

A1  ف عb.كل نقطتين مخت فتين يوهد ع ى الاكث  خط  احد يحتويهما : 

⁓ A1  ف عa.توهد نقطتين مخت فتين  لا يوهد خط يحتويهما : 

 

 م موعل متسقل. A1, A2, A3, A4ثب اثبات ات بديهيات ا مستوي ا تا في متسقل أي ات 

 م موعل متسقل. a  ,A2, A3, A4ف ع A1⁓ نثبت بات 

 ا همويج 

 A1  ف عa .مستق ل 

 

 ⁓A1  ف عb.توهد نقطتين مخت فتين  يوهد اكث  من خط يحتويهما : 

 ا همويج 

 A1  ف عb .مستق ل 

 A1 .مستق ل 

 

 ( ا بديهيل ا ثانيل:2

A2 ثلاث نقاط مخت فل. ع ى الاقل: كل خط يحتوي 

A2 ⁓ مخت فل ثلاث نقاط : يوهد خط يحتوي ع ى الاكث.  

 . A3, A4 , ⁓A2 ,A1نثبت اتساق ا م موعل 
 A2 .مستق ل  

 ( ا بديهيل ا ثا ثل:3

A3 :ع ى الاقل نقطل  يوهد ع ى الاقل خط بحيث ات ا هقطل لا تقع ع ى ا خط.وهد ت 

 ⁓A3.كل خط لا توهد نقطل لا تقع ع يل : 

 A3, A4 , A2 ,A1⁓ اتساق   يحققا همويج  ذا 

  A3 .مستق ل 

1 4 

2 5 

3 6 

1 4 1 1 1 2 2 2 

2 5 4 5 6 4 5 6 

3 6 3 3 3 5 6 4 

1 3 1 1 2 2 

2 4 3 4 3 4 

1 

2 

3 



 

 ( ا بديهيل ا  ابعل:4

A4 ايا كات :l    خطP  نقطل لا تقع ع يل فيوهد خط  احد فقط يم  منP  يوازي l. 

A4  ف عa ايا كات :l    خطP  نقطل لا تقع ع يل فيوهد خط  احد ع ى الاقل يم  منP  يوازي l . 

A4  ف عb ايا كات :l    خطP  نقطل لا تقع ع يل فيوهد خط  احد ع ى الاكث  يم  منP  يوازي l. 

A4 ⁓  ف عa ايا كات :l   خطP  نقطل لا تقع ع يل فلا يوهد خط يم  منP  يوازي l. 

 أي انه لا يوهد حا ل توازي ) هميع ا خطوط متقاطعل ( 

 ا همويج:
 A4  ف عa   مستق ل.بديهيل 

 

 

 ⁓A4  ف عb ايا كات :l    خطP  نقطل لاتقع ع يل فيوهد ع ى الاقل خطات يم ات منP  موازيات ا ى l. 

 ا همويج:
 A4  ف عb .مستق ل 
 A4 .مستق ل 
 .نظام بديهيات ا مستوي ا تا في  و نظام مستقل 

  

 .الاسقاطي/ ناقش استقلال نظام بديهيات ا مستوى 2س 

 

 ( استقلال ا بديهيل الا  ى.1ج/ 

A1.كل نقطتين مخت فتين يوهد خط  احد فقط يحتويهما : 

A1  ف عa.كل نقطتين مخت فتين يوهد ع ى الاقل خط  احد يحتويهما : 

A1  ف عb.كل نقطتين مخت فتين يوهد ع ى الاكث  خط  احد يحتويهما : 

A1 ⁓  ف عa خط يحتويهما. لايوهد : توهد نقطتين مخت فتين 

 

 م موعل متسقل. A1, A2, A3, A4ب اثبات ات بديهيات ا مستوي الاسقاطي متسقل أي ات ت

 م موعل متسقل. a ,A2, A3, A4ف ع A1⁓ نثبت بات 

 يحقق الاتساقا همويج  ذا 

 A1  ف عa .مستق ل 

A1 ⁓  ف عb خطين ع ى الاقل حتويهما ي: توهد نقطتين مخت فتين. 

 يحقق الاتساقا همويج 

 A1  ف عb .مستق ل 

 A1 .مستق ل 

 

 ( ا بديهيل ا ثانيل:2

A2.كل خط يحتوي ع ى ثلاث نقاط مخت فل ع ى الاقل : 

⁓A2 :ع ى الاكث ع ى نقطتين مخت فتين  يوهد خط يحتوي. 

 . A3, A4 ,⁓ A2 ,A1نثبت اتساق ا م موعل 
 A2 .مستق ل 

 

1 2 3 4 5 6 7 

2 3 4 5 6 7 1 

4 5 6 7 1 2 3 

1 4 

2 5 

3 1 

1 4 1 

2 5 2 

3 1 4 

1 1 2 

2 3 3 



 

 ( ا بديهيل ا ثا ثل:3

A3 :وهد ع ى الاقل نقطل  يوهد ع ى الاقل خط بحيث ات ا هقطل لا تقع ع ى ا خط.ت 

A3⁓ع يل. : كل خط لا توهد نقطل لا تقع 

  A3, A4 , A2 ,A1⁓ اتساق    ذا ا همويج يحقق

  A3 .مستق ل 

 ( ا بديهيل ا  ابعل:4

A4 في نقطل ع ى الاقل. يشت كات: كل خطين مخت فين 

A4 ⁓.يوهد خطين مخت فين لا يشت كات بهقطل : 

 ا همويج: 

1 4 1 1 1 2 2 2 3 3 3 7 

2 5 4 5 6 4 5 6 4 5 6 8 

3 6 7 8 9 9 7 8 8 9 7 9 

 A4 .مستق ل 
 .نظام بديهيات ا مستوي الاسقاطي  و نظام مستقل 

 

صتتفل الاستتتقلال صتتفل غي   تت  ايل في ا هظام ا بديهي لانه في حا ل  هود بديهيل غي  مستتتق ل  ملاحظل:

 نقوم ب فع  ذه ا بديهيل من ا بديهيات  ا افتها ا ى ا مب  هات.

 س/ ا هظام ا بديهي ا تا ي 

A1.كل خطين مخت فين يتقاطعات في نقطل  احدة فقط : 

A2.كل نقطل يم  بها خطين فقط : 

A3با ضبط ستل خطوط. : يوهد 

 اها عن ماي ي :

 كب عدد ا هقاط في ا مستوي -1

 كب عدد ا هقاط في كل خط -2

 ⸮ ل ات ا هظام متسق ام لا -3

 

 

1 

2 

3 



 Completeness  ثالثا: الاكتمال ) التمام ( 
يقال عن نظام بديهي معين بانه نظام بديهي تام او كامل اذا لم يكن بالإمكان إضااااادي بديهيي مةااااتق ي ال      

 النظام ودي حاله اضادي بديهيي مةتق ي ال  النظام دان النظام البديهي يكون غير تام.

 

 "one preserve relation-to-one" التقابل المتباين المحادظ ع   العلاقات  تعريف:

نموذجين لنظام بديهي معين يحتويان ع   نفس العدد من العناصاار ) النقا ا الوطو  (ا  M2و  M1ليكن   

ديقال بان هنالك تقابل متباين  M2يقابل عنصر واحد دقط دي النموذج  M1داذا كان كل عنصر دي النموذج 

 .المتباين المحادظ ع   العلاقات  قابلبالت التطابق المتباينويط ق ع   هذا  M2و M1بين النموذجين 

 .M2دانها تكون صادقي حول العناصر المقاب ي لها دي  M1اذا كانت كل عبارة صادقي حول عناصر 

  m AxiomaticCategorical Systeالنظام البديهي الفص ي  تعريف:

 لنظام متشاك ين تقاب يا. دي ايقال عن نظام بديهي بانه نظام بديهي دص ي اذا كان نموذجين     

 Isomorphicالتشاكل التقاب ي تعريف: 

( اذا وجد ع   الاقل تقابل Isomorphicيقال عن نموذجين بنظام بديهي معين بانهما متشاااااااك ين تقاب يا )

 العلاقات بين النموذجين.متباين واحد دقط محادظ ع   

 

 اذا كان كل نموذحين لنظام بديهي متشاك ين تقاب يا دان النظام البديهي هو نظام تام. :مبرهني

 البرهان: سنبرهن بطريقي التناقض

 نفرض ان النظام البديهي غير تام
  يمكن اضادي بديهيي مةتق ي ولتكنAn ال  النظام 

 بديهيي مةتق ي دان: Anو بما ان 

 مجموعي متةقي. A1, A2,..., Anالمجموعي  .1

 مجموعي متةقي. ,… ,An A1, A2⁓المجموعي .2

 

 يحتويان ع   نفس العدد من العناصر  2و 1لذلك دانه يوجد نموذجين ل مجموعتين 

 نموذجين متشاك ين تقاب يا و بما ان كل
  يوجد تقابل متباين محادظ ع   العلاقات بين النموذجين 

 امل ان تكونا صادقتين او كاذبتين وهذا لا يمكن  ⁓ An و Anلذلك العبارتين 
  تام.هو نظام النظام البديهي 

 

  ريقي الاختبار:

أي ان كل نموذجين دي النظام متشااااااك ين )لكي نثبت بان النظام البديهي تام نثبت اولا بانه نظام دصااااا ي     

 وباستودام المبرهني الةابقي يكون النظام البديهي تام.( تقاب يا 

 .Nو Mمثال: اثبت تشاكل النموذجين 

M 

m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7 m8 m9 m10 m11 m12 

A D G A B C A B C A B C 

B E H D E F E F D F D E 

C F I G I H H G I I H G 

 



N 

n1  n2 n3 n4 n5 n6 n7 n8 n9 n10 n11 n12 

1 4 1 1 1 2 2 2 3 3 3 7 

2 5 4 5 6 4 5 6 4 5 6 8 

3 6 9 7 8 7 8 9 8 9 7 9 

 

 ولنأخذ التقابل التالي: Nو  Mج/ هنالك عدة  رق لوضع تقابل متباين أحادي بين النموذجين 

1. A=1, B=2 C=3, D=4, E=5, F=6, G=7, H=8, I=9 

 تقابل متباين غير محادظ ع   العلاقات.                                      

                  M    N 

 

 

 ادترض التقابل التالي: .2

A=1, B=2, C=3, D=4, E=5, F=6, G=9, H=7, I=8 

m1n1, m2n2, m3n12, m4n3, m5n7, m6n11, m7n4, m8n8, 

m9n9, m10n5, m11n6, m12n10. 
 لكل خط دي النموذجM  يوجد خط دي النموذجN  يحتوي ع   عناصر تقابل عناصر الوطm  وبذلك

 متشاك ين تقاب يا Nو Mيكون هذا التقابل المتباين محادظ ع   العلاقات وبذلك دان النموذجين 

 

3 . 

A=1, B=2, C=3, D=6, E=4, F=5, G=8, H=9, I=7 

m1n1, m2n2, m3n12, m4n5, m5n6, m6n10, m7n3, m8n7, 

m9n11, m10n4, m11n8, m12n9. 
 لكل خط دي النموذجM  يوجد خط دي النموذجN  يحتوي ع   عناصر تقابل عناصر الوطm  وبذلك

 متشاك ين تقاب يا. Nو Mحادظ ع   العلاقات وبذلك دان النموذجين يكون هذا التقابل المتباين م

     

 :س/ بين أي من الانظمي التاليي هي نظام دص ي او تام

 نظام بديهيات المةتوى الاسقا ي. .1

 نظام بديهيات المةتوى التالفي. .2

 نظام بديهيات دانو. .3

 نظام بديهيات يونك. .4

 

ج/ بما ان نظام بديهيات المةااااااتوى الاسااااااقا ي قد تحقق بنموذجين موت فين دي عدد العناصاااااار ) النقا  

خط دهذا يعني انه لا  13نقطي و  13خطو  والثاني يحتوي ع    7نقا  و 7والوطو ( الاول يحتوي ع   

مةااتوى ن نظام بديهيات البين كل نموذجين دي النظام وبذلك دا)التقابل المتباين( يمكن ايجاد تشاااكل تقاب ي 

 الاسقا ي غير دص ي. 

نظام بديهيات المةااااااتوى التالفي لانه تحقق بنموذجين موت فين دي عدد العناصاااااار الاول  اما بالنةاااااابي ال 

لذلك دان نظام بديهيات المةااااااتوي التالفي هو  خط 20نقطي و  16خط والثاني  12نقا  و  9يحتوي ع   

 . نظام غير دص ي

A 

D 

G 

1 

4 

7 



خطو  وبالتالي دان كل  7نقا  و 7اما نظام بديهيات دانو دهو نظام دصااااا ي لان كل نموذج ديي يحتوي ع   

 نموذجين ديه متشاك ين تقاب يا. 

خط وبالتالي دان  12نقا  و 9وكذلك نظام بديهيات يونك هو نظام دصاااااا ي لان كل نموذج ديه يحتوي ع   

 محادظ ع   العلاقات.لكل نموذجين ديه يمكن ايجاد تقابل متباين 
  نظام بديهيات المةاااااتوى الاساااااقا ي والمةاااااتوى التالفي نظامين غير تامين ونظام بديهيات دانو ونظام

 بديهيات يونك نظامين تامين.

 س/ ناقش تشاكل النموذجين التاليين: 

 M 

m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7 m8 m9 m10 m11 m12 

1 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 5 

2 4 6 8 4 5 7 4 5 6 7 6 

3 5 7 9 6 8 9 9 7 8 8 9 

N 

n1  n2 n3 n4 n5 n6 n7 n8 n9 n10 n11 n12 

1 1 1 1 2 2 2 3 3 4 4 6 

2 3 5 7 3 5 7 4 5 5 6 8 

4 6 8 9 9 6 8 8 7 9 7 9 

 نفرض التقابل التالي:

1=1, 2=2, 3=4, 4=8, 5=5, 6=7, 7=9, 8=6, 9=3 

m1n1, m2n3, m3n4, m4n2, m5n7, m6n6, m7n5, m8n8, m9

n10, m10n11, m11n12, m12n9. 
  النموذجينM  وN .متشاك ين تقاب يا 

 
 



 ليديةـة الاقـــالهندس
يد        تاب الأصوووووويد  قل بديهيا  Elementsيعتبر ك يا  لبني ال  لباي ال تاب في الرياضوووووو ( اود ك

 Axiomatic System اريف والبديهيا ع( ظهر قبل اكثر لن الفي سنة. لقد بن  اقليد  اصيلة ال  الت 

ابتداء لفروضوووة ب ير لناق وووة. قدي اقليد  في في براهينه لان أي اثبا  لنطقي لابد وان يرتكز ال  لقطة 

 لبرهنة وكما يلي: 48بديهيا  االة و 10تعريف و 23كتابة هذا 

 

 Definitions  التعاريف:

 -لقد بدا اقليد  بكتابة ثلاثة وا رون تعريف والتي هي:

 النقطة: هي التي ليس لها ابعاد. .1

 المستقيم: هي طيد بدون ارض. .2

 لهايا  المستقيم: هي لقاط. .3

 الخط المستقيم: هي الخط الذي يقع كليا ال  لقاطة. .4

 رض فقط.السطح: هي الذي له طيد وا .5

 لهايا  السطيح: هي خطيط. .6

 السطح المستيي: هي ذلك السطح الذي يقع كليا ال  لستقيماته. .7

الزاوية المستيية: هي ليلان احد لستقيمين لتلاقين ان الاخر في لستيي ولا يقعان ال  لستقيم  .8

 واحد.

 اذا وقع المستقيمان ال  لستقيم واحد فالزاوية تسم  زاوية لستقيمة.و .9

اذا رسوووم لسوووتقيم ي ووونع لع لسوووتقيم اخر زاويتين لتواورتين لتسووواويتين فان كلا لن الزاويتين   .10

 المتساويتين قائمة والمستقيم المرسيي يكين اميديا ال  الاخر.

 مة.الزاوية المنفرجة هي الزاوية التي تكين اكبر لن قائ .11

 الزاوية الحادة هي الزاوية التي تكين اص ر لن قائمة. .12

 حدود ال يء هي اطرافه. .13

 ال كل هي كل لا يكين ضمن الحدود. .14

الدائرة: هي شكل لستيي لحاط بخط بحيث ان كل المستقيما  الياقعة ال  الخط لن لقطة واحدة  .15

 ل تركة داخل ال كل, تكين لتساوية فيما بينها.

 ( تسم  لركز الدائرة.15التعريف  والنقطة المعينة في  .16

قطر الدائرة: هي أي لسووتقيم لرسوويي لن المركز ولنتهي في الاتواهين بمحيط الدائرة, وهذا الخط  .17

 المستقيم ين ف الدائرة.

ل وووف الدائرة: هي ال وووكل المحاط بالقطر والمحيط المقطيو به, ولركز ل وووف الدائرة هي لركز   .18

 الدائرة لفسه.

هي الاشكاد المحاطة بخطيط لستقيمة وال كل الثلاثي لحاط بثلاثة لستقيما   الاشكاد المستيية: .19

 وال كل الربااي باربعة لستقيما  وكثير الاضلاو لحاط باكثر لن اربعة لستقيما .

لن الاشكاد الثلاثية المثلث المتساوي الاضلاو وهي الذي تكين اضلااة الثلاثة لتساوية, والمثلث  .20

ضلعين فقط لتساويين, والمثلث المختلف الاضلاو هي الذي تكين اضلااة المتساوي الساقين فيه 

 لختلفة.

واضافة ال  ذلك, لن الاشكاد الثلاثية, المثلث القائم الزاوية الذي فيه زاوية قائمة واحدة, والمثلث  .21

 دة.المنفرج الزاوية الذي فيه زاوية لنفرجة واحدة, والمثلث الحاد الزوايا هي الذي تكين زواياة حا



لن الاشكاد الربااية المربع الذي تكين اضلااة لتساوية وزواياه قيائم, والمستطيل الذي زواياه  .22

قيائم واضوولااة رير لتسوواوية والمعين الذي اضوولااة لتسوواوية وزواياه ليسووا قيائم, والمتيازي 

 تسووواويه المتقابلة لتسووواوية واضووولااة المتقابلة لتسووواوية, ولكن ليس لاالاضووولاو الذي فية زواي

 الاضلاو و لا قائم الزاويا, والاشكاد الربااية الاخرى لن رير هذه تسم  لنحرفة.

الخطيط المسووتقيمة المتيازية: هي الخطيط المسووتقيمة التي تقع في لسووتيي واحد والتي لا تلتقي  .23

 لهما التد  في أي الاتواهين.

 The Postulatesالفرضيا :  

بدا بكتابة ا رة فرضيا  وقسمها ال  لومياتين سم  المومياة  بعد ان وضع اقليد  تلك التعاريف    

 الاول  بالمفاهيم العالة والمومياة الثالية بالبديهيا .

 The Common notionsالمفاهيم العالة:   -اولا:

 ياحد لتساوية فيما بينها.الل يء لساوية تالاشياء الم .1

 ائج لتساوية.اذا اضيفا كميا  لتساوية ال  اخرى لتساوية تكين النت .2

 اذا طرحا لقادير لتساوية لن اخرى لتساوية تكين البياقي لتساوية. .3

 الاشياء المتطابقة لتساوية فيما بينها. .4

 الكل اكبر لن الوزء. .5

 Axiomsالبديهيا :   -ثاليا:

 .رسم خط لستقيم لن اي لقطة ال  اي لقطةلن الممكن  .1

 يمكن لد قطعة لستقيم لن جهتيها ال  رير حد. .2

 رسم دائرة اذا الم لركزها ول ف قطرها.يمكن  .3

 جميع الزوايا القيائم لتساوية. .4

اذا قطع لسووووووتقيمان بمسووووووتقيم ثالث بحيث كان لوميو الزاويتين الداخليتين الياقعتين ال  جهه  .5

واحدة لن القاطع اقل لن قائمتين, فان المسووووووتقيمان, اذا لدا ب ير حد, يتلاقيان في تلك الوهة لن 

 ن فيها لوميو الزاويتين اقل لن قائمتين. القاطع التي يكي

تعتبر البديهية الخالسوووة لاقليد  لن البديهيا  المهمة والتي كالا لقطة البداية في دراسوووة الهندسوووة  

اللااقليدية حيث كالا هذه البديهية لثار جدد الماء الرياضيا  والسبب في ذلك هي ال ك في كين هذه 

لن العلماء برهنة هذه البديهية بالااتماد ال  البديهيا  الأربعة الا ان البديهية لبرهنة لذلك حاود كثير 

هذه المحاولا  كالا فاشوولة لان البراهين كالا تعتمد ال  ابارا  تكافا البديهية الخالسووة. ان السووبب 

 في الااتقاد في كين البديهية الخالسة لبرهنة هي:

 طيد البديهية الخالسة لقارلة بالبديهيا  الاربعة. -1

لبرهنة واسووووتخدالها في برهان لبرهنة  28لم يسووووتخدي اقليد  البديهية الخالسووووة في برهان اود  -2

 والتي بعدها.   29

  Theoremالمبرهنا : 

بعد ان قدي اقليد  التعاريف والبديهيا  بدا في اشووووووتقاا لبرياتة الثمان والاربعين واحدة بعد الاخرى, 

يسووووتطيع ان يسووووير بالمفاهيم والبديهيا  الاربعة لن دون ان  ولسووووبب لا اراد اقليد  ان يعرى ال  أي حد

يستخدي البديهية الخالسة   لا يمكن لعرفة هذا السبب اذ قد يكين لفسيا او لنطقيا او فلسفيا(. لقد استطاو 

اقليد  اشوووتقاا الثمالي وا ووورون لبرية الاول  فقط بدون اسوووتخداي البديهية الخالسوووة.   حيث اسوووتخدي 

((. والنبريا  الثمان والاربعين والتي بعضووووها 29يهية الخالسووووة لاود لرة في برهان لبرية  اقليد  البد

 -امليا    لرتبة كما ذكر  في كتاب الاصيد( هي:

 كيفية رسم لثلث لتساوي الاضلاو ال  لستقيم لعليي لحدود الطيد. .1

 كيفية رسم لستقيم لن لقطة لعليلة طيله يساوي طيد لستقيم لعليي. .2



 لستقيمين لعليلين كيفية قطع جزء يساوي اص ر المستقيمين. لن اكبر .3

اذا سووواوى ضووولعان والزاوية المح ووويرة بينهما لن لثلث ضووولعين والزاوية المح ووويرة بينهما لن  .4

 لثلث اخر. يتساوى المثلثان وتساوي الزوايا الباقية والضلع لن احدهما لبائرها لن الاخر.

زوايا القاادة واذا لد الضوووولعان المتسوووواويان فالزاويتان في المثلث المتسوووواوي السوووواقين تتسوووواوى  .5

 الياقعتان تحا القاادة تتساويان ايضا.

 اذا تساو  زاويتان في لثلث فالضلعان المقابلان لهما لتساويان. .6

اذا رسم لستقيمان لن طرفي لستقيم لعليي وتلاقيا في لقطة هناك لا يمكن رسم لستقيمين اخرين  .7

  التيالي, وفي طرفي المسووتقيم المعليي لفسووه ولتلاقيان في لقطة اخرى يسوواويان المسووتقيمين ال

 في الوهة لفسها لن المستقيم المعلم.

اذا سووواوى ضووولعا لثلث ضووولعي لثلث اخر ال  التيالي وتسووواو  قااديهما تسووواو  زواياهما ال   .8

 التناظر.

 كيفية تن يف زاوية لستيية. .9

 كيفية تن يف لستقيم لعليي لحدود الطيد. .10

 ية اقالة اميد ال  لستقيم لعليي لن لقطة لفروضة اليه.كيف .11

 كيفية رسم لستقيم اميد ال  لستقيم لعليي لن لقطة خارجة انة. .12

اذا لاق  لسوووتقيم لسوووتقيما لعليي, فاله ي ووونع الا زاويتين قائمتين او زاويتين لومياهما يسووواوي  .13

 زاويتين قائمتين.

تقيمين وال  طرفية المختلفين وكان لوميو اذا رسووووم لن لقطة لعليلة ال  لسووووتقيم لعليي لسوووو .14

 الزاويتين المتواورتين يساوي زاويتين قائمتين فالمستقيمان يقعان ال  لستقيم واحد.

 اذا تقاطع لستقيمان فالزاويتان المتقابلتان بالرا  لتساويتان. .15

 ن المقابلتيناذا لد احد اضوووووولاو لثلث فالزاوية الخارجية تكين اكبر لن كل لن الزاويتين الداخليتي .16

 لهما.

 لوميو زاويتين في لثلث كيفما اتخذ  اقل لن زاويتين قائمتين. .17

 في أي لثلث يكين اكبر الاضلاو لقابلا لاكبر الزوايا. .18

 في أي لثلث تكين الزاوية الكبرى لقابلة لاكبر الاضلاو. .19

 لوميو أي ضلعين في لثلث اكبر لن ضلعه الثالث. .20

قيمان وتلاقيا في لقطة داخل المثلث فالمسوووتقيمان اصووو ر لن اذا رسوووم لن طرفي قاادة لثلث, لسوووت .21

 ضلعي المثلث, ويح ران زاوية اكبر لن الزاوية المح يرة بين ضلعي المثلث.

كيفية رسووم لثلث اضوولااه تسوواوي ثلاثة لسووتقيما  لعليلة. ولن الضووروري ان يكين لوميو أي  .22

 زوج لن المستقيما  اكبر لن المستقيم الثالث.

   لستقيم لعليي, كيفية رسم زاوية لستيية تساوي زاوية لعليلة.لن لقطة ال .23

اذا سوووواوى ضوووولعان في لثلث ضوووولعين في لثلث اخر ال  التيالي وكالا الزاوية المح وووويرة بين  .24

الضووووولعين في المثلث الاود اكبر لن لبيرتها في المثلث الثالي فان الضووووولع الثالث في المثلث الاود 

 ثلث الثالي.اكبر لن الضلع الثالث في الم

اذا ساوى ضلعا لثلث ضلعي لثلث اخر ال  التيالي وكالا الضلع الثالث في المثلث الاود اكبر لن  .25

الضلع الثالث في المثلث الثالي فالزاوي المح يرة  بين الضلعين المتساويين في المثلث الاود اكبر 

 لن الزاوي المح يرة  بين الضلعين المتساويين في المثلث الثالي.

سووواو  زاويتان وضووولع لن لثلث زاويتين وضووولع لناظر لن لثلث اخر ال  التيالي فالضووولعان  اذا .26

الاخران والزاوية الثالثة في المثلث الاود تسوووووواوي الضوووووولعين الاخرين والزاوية الثالثة في المثلث 

 الثالي.



 يازيين.لتاذا قطع لستقيم لستقيمين وكالا الزاويتان المتبادلتان لتساويتين يكين المستقيمان  .27

اذا قطع لستقيم لستقيمين وكالا الزاوية الخارجية تساوي الزاوية الداخلية والمقابلة لها في لفس  .28

الوهووة لن القوواطع, او كووان لوميو الزاويتين الووداخليتين الياقعتين ال  جهووة واحوودة لن القوواطع 

 يساوي قائمتين, يكين المستقيمان لتيازيين.

يين فان الزاويتين الداخليتين المتبادلتين لتسووووواويتان والزاوية اذا قطع لسوووووتقيم لسوووووتقيمين لتياز .29

الخوارجيوة تسووووووواوي الزاويوة الوداخليوة المقوابلوة لهوا وفي لفس الوهوة لن القواطع وكوذلوك لوميو 

 الزاويتين الداخليتين الياقعتين ال  جهة واحدة لن القاطع يساوي قائمتين.

 المستقيمان الميازيان لمستقيم واحد لتيازيان. .30

 ن لقطة لعليلة يمكن رسم لستقيم ييازي لستقيما لعليلا.ل .31

اذا لد احد اضوووووولاو لثلث فالزاوية الخارجية تسوووووواوي لوميو الزاويتين الداخليتين المقابلتين لها,  .32

 ولوميو الزوايا الثلاث للمثلث يساوي زاويتين قائمتين.

 زيين.ان لتساويين ولتياالمستقيمان الياصلان بين لهايتي لستقيمين لتساويين ولتيازيين يكيل .33

 تتساوى الاضلاو المتقابلة والزوايا المتقابلة في لتيازي الاضلاو والقطر ين ف لساحتة. .34

 لتيازيا  الاضلاو المح يرة بين لستقيمين لتيازيين والم تركة بالقاادة ييساوى بالمساحة. .35

 ما.ما تتساوى لساحتهلتيازيا  الاضلاو التي تتساوى بالقاادة والمح يرة بين المتيازيين لفسه .36

 المثلثا  المرسيلة ال  القاادة لفسها والمح يرة بين المتيازيين لفسهما تتساوى لساحتهما. .37

 المثلثا  المرسيلة ال  قيااد لتساوية والمح يرة بين المتيازيين لفسهما تتساوى لساحتهما. .38

لفسوووها لن القاادة  المثلثا  المتسووواوية بالمسووواحة. والمرسووويلة ال  القاادة لفسوووها وفي الوهة .39

 تنح ر بين لستقيما  لتيازية.

المثلثا  المتسووواوية المسووواحة. والمرسووويلة ال  قيااد لتسووواوية الياقعة في لسوووتقيم واحد وفي  .40

 الوهة لفسها لن المستقيم تنح ر بين لستقيما  لتيازية.

لعه لسوواحة المثلث تسوواوي ل ووف لسوواحة لتيازي الاضوولاو الم ووترك لعه بالقاادة والمح وويرة  .41

 بين المتيازيين لفسهما.

 كيفية رسم لتيازي الاضلاو داخل زاوية لساحته تساوي لساحة لثلث لعليي. .42

 في أي لتيازي اضلاو تكين لتيازيا  الاضلاو المرسيلة حيد قطره لتساوية بالمساحة. .43

كيفية رسم لتيازي الاضلاو داخل زاوية لعليلة واحد اضلااة يساوي لستقيما لعليلا ولساحته  .44

 تساوي لساحة لثلث لعليي.

 كيفية رسم لتيازي الأضلاو داخل زاوية لعليلة لساحتها تساوي لساحة شكل لستيي. .45

 كيفية رسم لربع ال  لستقيم لعليي. .46

في المثلث القائم الزاوية, لسوووواحة المربع المن ووووو ال  اليتر تسوووواوي لوميو لسوووواحتي المربعين  .47

 المن وين ال  الضلعين القائمين.

ساحة المربع المن و ال  ضلع المثلث, تساوي لوميو لساحتي المربعين المن وين ال  اذا كالا ل .48

 الضلعين الآخرين, فالزاوية المح يرة بين الضلعين الآخرين قائمة. 

 

 -بعض لياطن الضعف في لباي إقليد :

بالها لا  .1 ية حيث ان اقليد  يعرى النقطة  بديهي لاقليد  لن الكلما  الاول بعد لها خلي النباي ال

والمسوووتقيم هي طيد بدون ارض أي اله يعرى الكلما  بياسوووطة كلما  اخرى اصوووعب لن الكلمة 

 لفسها لذلك الالتقاد الذي وجهة للهندسة الاقليدية هي خليها لن الكلما  الاولية.



اسووتخدي اقليد  فرضوويا  لم ي ووير اليها في لباله لذلك سووميا ببديهيا  ضوومنية وهي   بديهية  .2

, بديهية باخ, بديهية الاسووووووتمرارية, وحدالية المسووووووتقيم, لالهائية تقع بين لقطتين( لقطة(البين

 المستقيم, بديهية الترتيب الخطي .

ح بينما ال وووحي (تسووواوي لثلثين للاشوووارة ال  التطابك فكان يقيد  اسوووتعمل اقليد  كلمة يسووواوي .3

 تطابك لثلثين.

لبرهان واستنتج لن الرسم فرضيا  لم ااتمد ال  الرسم لبرهان لبرهناتة وليس لورد تيضيح ل .4

 يذكرها في لباله.

ان لباي الهندسوووة اند اقليد  هي لباي رير كالل حيث يمكن اضوووافة بديهيا  لسوووتقلة ال  النباي  .5

التالية:  الخط الياصوول بين لقطة داخل دائرة ولقطة  بديهيةوبقاء النباي لتناسووك وليضووح ذلك بال

 خارجها يقطع الدائرة .

 

 :نا  لع البرهان كما وضعها اقليد بعض المبره

 

 كيفية رسم لثلث لتساوي الاضلاو ال  لستقيم لعليي ولنته في الطيد.  -:1لبرهنة 

 C                                  لستقيم لعليي ولنته في الطيد.                    ABالمفروض: 

 .                                            ABي. ث. : رسم لثلث لتساوي الاضلاو ال  المستقيم 

 AB .[A3]ول ف قطرها  Aالبرهان: لرسم دائرة لركزها 

 BA [A3]                                            B               Aول ف قطرها  Bلرسم دائرة لركزها 
  الدائرتان لتقاطعتان في النقطةC 

 C [A1]و Bولرسم لستقيم بين النقطتين  Cو Aلرسم لستقيم بين النقطتين 

  AC=AB ) أل اى أقطار دائرة واحدة   تعريف الدائرة 

BC=AB ) أل اى أقطار دائرة واحدة   تعريف الدائرة 
 AB=AC=BC 1فاهيم االة رقم   ل) 
 المثلثABC لتساوي الاضلاو 



 الانتقاد:

افترض اقليدد و ود د نق ددا عقدداائ تلدد امرعير وتذ ك ركر كتدد  وردد تدد  تذ ك ركر ا  نق ددا عقدداائ  .1

 .ABات امرعير لا عقئ على اتمستقيذ 

 استخ م مفه م وح انيا اتمستقيذ اتمرس م بير نق تير دو  ا  كشير إتيه في ات  كهيات. .2

اسددددتقاما واح ك عشددددوي م ل  وك   اسددددتخ م فرضدددديا ضددددمليا وكي ا  ري ت ع نقاا تيسدددد  على  .3

 اتفرضيا لا كمور ات اعها او نفيها باستخ ام ات  كهيات.

 

 ريفيا رسذ مستقيذ مر نق ا معل ما ا ته كساوي ا ل مستقيذ معل م. -:2م ركلا 

 نق ا معل ما. Aمستقيذ معل م,  BCاتمفروض: 

 A                                   .                         Cوكمر مر نق ا  BCم. ع.: رسذ مستقيذ ا ته كساوي 

                                            B [A1]و  Aات ركا : نرسذ مستقيذ بير اتلق تير 

    كمور رسدددذ م ل  متسددداوي الاضدددDAB  (                             1) م ركلا    E      D    B    

                                                           BC [A3]ونصف ق ركا  Bنرسذ دامرك مررزكا 

                E [A2]                                                 Aفيق ئ ات امرك في نق ا  DBنم  اتمستقيذ 

 DE [A3]ونصف ق ركا  Dنرسذ دامرك مررزكا 

 G [A2]وات امرك ات انيا في نق ا  Fفيق ئ ات امرك الاوتى في نق ا  DAنم  اتمستقيذ 

 DE=DG ( ععركف ات امرك دامركأنصاف أق ار )واح ك                                                  G 

 (ضلعير في م ل  متساوي الاض  ) DB=DAوا  

 AG=BE  ( 3) مفاكيذ عاما 

 BC=BE (ععركف ات امرك أنصاف أق ار دامرك )واح ك 

 BC=AG  ( 1) مفاكيذ عاما 

 .BCوا ته كساوي ا ل اتمستقيذ  Aكمر مر نق ا  AGاتمستقيذ 

 

 -الانتقاد:

أستخ م اقلي و اتفرضيا ) اتمستقيذ ات اصي بير نق ا داخي دامرك ونق ا خاردها كق ئ ات امرك ( وك       

 اتفرضيا لا كمور بركانها بالاعتماد على ب كهيات اقلي و وتور كمور استلتادها مر اترسذ.

 

تمحص رك بيلهما مر اكا ساوى ضلعا  واتزاوكا اتمحص رك بيلهما مر م ل  ضلعير واتزاوكا ا -:4م ركلا 

ر مئ نظير  مواتضلئ مر اح كما  تمتلاظر اتزواكا ا ىساوتكتساوى اتم ل ا  وع ر على اتتلاظر فانهم ل  اخ

 الاخر.

DE=AB ,DF=AC ,ADم ل  اخر فيهما  DEFم ل ,  ABCاتمفروض:   . 

DEF ,BC=EF ,EBF,C=اتم ل  ABCم. ع.: اتم ل    . 

على  ABواتضلئ  Dكقئ على اتراو  Aبحي  ا  اتراو  DEFعلى اتم ل   ABCات ركا : نضئ اتم ل  

 DEاتضلئ 

 AB=DE )باتفرض (                                       D                              A 

  اتلق اE  عل  ق على اتلق اB 

    AD   )باتفرض (  

  اتضلئAC  كقئ على اتضلئDF                                                 

 DF=AC ) باتفرض ( 

  اتلق اF  عل  ق على اتلق اC                F                  C         E                   B 



تلق ا اE  عل  ق على اتلق اB  و اتلق اF  عل  ق على اتلق اC 

  اتضلئBC  كل  ق على اتضلئEF 

   BC=EF  ,EBF,C   

  اتم لABC  اتم ل=DEF 

 

 -الانتقاد:

أسددتخ م اقلي و في بركانه اركقا نقي الااددوال ر ركقا تل ركا  وك ا صير صددحي  اك لا كمور دامما بقا      

 الااوال على حاتها دو  ا  عتغير عل  نقلها.

 

في اتم ل  اتمتسدداوي اتسدداقير عتسدداوى اواكا اتقاع ك واكا م  اتضددلعا  اتمتسدداوكا  فاتزاوكتا   -:5م ركلا 

 ات اقعتا  عح  اتقاع ك عتساوكا  أكضا.

  AB=ACم ل  فيه   ABCاتمفروض: 

432,1م. ع.:    

 Dفي نق ا  BCبحي  كق ئ اتمستقيذ اتملصف اتضلئ  Aات ركا : نلصف اتزاوكا 

   A                                     فيهما:                              ABD ,ADCفي اتم ل ير 

AC=AB )باتفرض( 

 مشترك ADاتضلئ 

65   )باتتلصيف(,  اتم لABD  اتم ل=ADC                                   6   5 

21و   (4) م ركلا 

4231         ) 1             2                                         ) ااوكا مستقيما 

  43   (                 3) مفاكيذ عاما                                  C                     B              

                                                                                                   4      D         3 

 

                                                                                    -الانتقاد:

 ملصف اتزاوكا كو   وحي ا مر دو  ا  ك رر كت  في نظامه أي انها فرضيا ضمليا.فرض ا   .1

 فرض ا  ملصف اتزاوكا مر م ل  كق ئ اتضلئ اتمقابي ته وكي تيس  ضمر فرضياعه او براكيله. .2

 
 



 اذا تساوت زاويتان في مثلث فالضلعان المقابلان لهما متساويان. -:6مبرهنة 

BCمثلث فيه  ABCالمفروض:    

 AC=ABم. ث.: 

 البرهان:

 فانه اما يكون اكبر منه او اصغر منه  AC=ABاذا لم يكن 

 AC                                                                       Aاكبر من   ABوليكن 

  توجد نقطة مثلD  بحيث انAC=DB  ( 3) مبرهنة 

 C [A1]                                                                       Dو  Dنصل بين النقطتين 

  BDCو  ABCفي المثلثين 

BC ضلع مشترك 

AC=BD ) بالبرهان ( 

BC             بالفرض                                                 C                                B                                                                      

  المثلثABC المثلث=BDC  (4) مبرهنة 

اصغغغغغغغر من  ABوبنفس الطريقة نثبت التناقض  BDCاكبر من المثلث   ABCوهذا لا يمكن لان المثلث 

AC 

 AC=AB 

 الانتقاد:

لث  .1 مد على الرسغغغغغغم في ملان ة كون المث لث  ABCاعت ند  ولم BDCاكبر من المث مد على ا يعت

 فرضياته او مبرهناته.

 ACاكبر من  ABاو  AB=ACاعتمد اقليدس على فكرة التقسغغيم الثلا ي لااواا الاضغغلا  ما اما  .2

 وهذه الفكرة ليست ضمن المفاهيم الاولية او البديهيات او المبرهنات. ACاصغر من   ABاو 

 

 كيفية تنصيف زاوية مستوية. :9مبرهنة 

 زاوية BACالمفروض: 

 BACم. ث.: تنصيف زاوية 

 البرهان: 

 (3)مبرهنة  AE=ADبحيث ان  ACعلى الضلع  E, توجد نقطة مثل  ABنقطة على الضلع  Dلتكن 

 D [A1]                                      Bو  Eبين النقطتين  يوجد خط 

   يوجد مثلث متساوا الاضلاDEF  (                           1) مبرهنة    D 

                         A [A1]و Fنصل بين النقطتين 

  AEF                                           F                       1          Aو  ADFفي المثلثين 

AE=AD 2                                                                               برهانبال 

EF=DF ( ضلعين في مثلث متساوا الاضلا)      

AF                                                                 ضلع مشترك           E 

  المثلثADF  المثلث =AEF  (                       8) مبرهنة     C 

  21    
 

 -الانتقاد:

و لم يعطي برهان منطقي لهذه  Aيقع داخل زاوية  AFاعتمد اقليدس على الرسم بتحديد كون المستقيم     

 الحالة.



 كيفية تنصيف قطعة مستقيم ) مستقيم اوله منتهي(. :10مبرهنة 

 قطعة مستقيم ABالمفروض: 

 ABم. ث.: تنصيف قطعة المستقيم 

 (1)مبرهنة   ABC هوالمثلث البرهان: يوجد مثلث متساوا الأضلا 

 D      Cفي النقطة  AB( بحيث يقطع هذا المنصف الضلع 9)مبرهنة  Cننصف الزاوية 

 فيهما BDCو  ADCفي المثلثين 

BC=AC (  ضلعين في مثلث متساوا الأضلا) ,                                      2  1       

DC ضلع مشترك, 

21   بالتنصيف 

  المثلثADC  المثلث =BDC  (                              4) مبرهنةB          D              A 

 AD=BD و

  

 الانتقاد:

وهذا لا يمكن برهانه لا من خلاا  Dفي نقطة  ABيقطع الضغغغلع  Cافترض اقليدس ان المنصغغغف لزاوية     

ما انه اسغغغغغتددم بديهية البين في ن امه ولم  Bو  Aتقع بين النقطتين  Dالرسغغغغغم وكذلر افترض ان النقطة 

 يشر اليها.

 

 من الزاويتين الداخليتين المقابلتين لها. اذا مد اند اضلا  مثلث فالزاوية الدارجية تكون اكبر :16مبرهنة 

 Dالى النقطة  BCمثلث وقد مد الضلع  ABCالمفروض: 

13م. ث.:     23و   

 (10)مبرهنة  AC الضلع منتصف Eالبرهان: لتكن 

 B [A1]و  Eنصل بين النقطتين 

 F                     A(         3) مبرهنة  BE=EFبحيث  F [A2]الى  BEنمد قطعة المستقيم 

             C [A1]و  Fنصل بين النقطتين 

  E        1                              فيهما:                                   EABو  CEFفي المثلثين 

 AE=EC ,)بالتنصيف( BE=EF ( بالبرهان      )                                    5      6   4    

65    2                      3                                  (       15)زاويتان راسيتان ( )مبرهنة 

  المثلثEFC المثلث =EAB  (                      4) مبرهنةD 

14    (                                                                              4) مبرهنةC                   B 

43 و لكن                                                                                 G 

13   

                                     G [A2]الى  ACوبنفس الطريقة نمد المستقيم 

BCGACDو  BCو مذا نصفنا     (15) مبرهنة 

  23من الممكن برهان ان   

  

 الانتقاد:

هي اصغغغغغغغر من   ACFومنغغه يسغغغغغغتنت  بغغان   ACDتقع في داخغغل  Fلم يبرهن إن النقطغغة  .1

ACD. 
لقد ذكر إقليدس في البديهية الثانية على انه يمكن مد قطعة مستقيم من جهتيها الى غير ند. ان هذا  .2

م نينما ميز 1854لا يؤدا إلى من اوا المسغغغغتقيم غير منته. لقد مهمل إقليدس هذه النقطة إلى عام 



الذا يكون محددا وبين المسغغغتقيم الذا يكون اوله منته. في نين من إقليدس  ريمان بين المسغغغتقيم

 كان يستددم هذه المصطلحات بصورة متساوية مثل غير محدود هو مفهوم امتداد.
 



 تقويم هندسة إقليدس
 أسس الهندسة

قدم عالم الرياضييياا املنا د فاديد هلترا  ما ا يديهيا  اما ا ال م  نن  نيياناه الهندسيية اةقليدية  لقد     

صييييييطا اةالاي بالليو  الاد اادقل اعناد اقليدس   تدا  ما نا ه ا يملناا ابلية تقنية تدع   قا  الاد 

 .… ,l, m, nبالنناقيناا ير ز لها يالر ز  .… ,A, B, Cير ز لها يالر ز 

 ياالف ه ا النمام  ن  جنوعاين  ن التديهياا بهد :

 يديهياا الوقوع بالوجوف 

 يديهياا الارتيب 

 

 يديهياا الوقوع بالوجوف: -1

: A1  لمل  قلاين  خالفاين  للو اين, يوجد  ناقيم باحد دقط يطاويهنا 

A2 كل  ناقيم يطاوم عل   قلاين دد اةقل : 

A3 لمل  ناقيم  للوم, توجد دد اةقل  قلة باحدة ةتناند الين : 

A4ناقيم باحد  : يوجد دد اةقل  

 اللناصر  اللدف  ن تمون النجنوعاان  انابياان اذا بدقط اذا احاوتا يالضتط عل   فس تلريف:

 

 توجد دد اةقل ثاث  قا   خالفة دد النمام  :1 ترهنة 

 النفربض:  مام اقليدس ) النلدد (

 م  ث  : يوجد عل  اةقل ثاث  قا   خالفة 

 l (A4 )الترهان: يوجد  ناقيم  ثل 

  النناقيمl  يطاوم عل   قلاين  ثلA  بB  (A2) 

 l  (A3 )ة تناند ال   Cتوجد  قلة  ثل 

  يوجد عل  اةقل ثاث  قا   خالفةA, B, C  

 

 أم  ناقينين  خالفين يشاركان دد  قلة باحدة عل  اةكثر  :2 ترهنة 

  ناقينين  خالفين  mب  lالنفربض: 

 يشاركان دد  قلة باحدة عل  اةكثر   mب  lم  ث : 

 A, Bيشاركان دد  قلاين  ثل  mب  lالترهان:  فرض ان 

 (A1)بلمن ه ا يناقض 

 l  بm  يشاركان دد  قلة باحدة عل  اةكثر 

 

 تنااين:

 ينران يها يرهن عل  ان لمل  قلة يوجد دد اةقل  ناقينان   1

 يرهن عل  ا ن يوجد دد اةقل  ناقيم باحد ة ينو  ن  قلة  للو ة   2

 

 Axioms of Orderيديهياا الارتيب:  -2

  C-B-A" يالر ز Cب  Aتقع يين  B"يين" هد كلنة ابلية تقنية  بير ز لللتااة " قاعدة لغوية: 

 

 تديهياا:ال جنوعة 



A5 :A-B-C  اذا بدقط اذاC-B-A  

A6 اذا كا ل :A-B-C   دان النقاA, B, C  خالفة ب تقع عل   ناقيم باحد  

A7 اذا كان :A, B, C :أم ثاث  قا   خالفة بتقع عل   ناقيم باحد, دان باحدة دقط  نا يلد تاطقق 

BACBCACBA  

بينفس اللريقة يالننتة  C-B-A ,D-B-A ,D-C-A ,D-C-Bهو  خاصر ال   D-C-B-Aالر ز  ا ز:

 ةكثر  ن اايع  قا  

A8 اذا كا ل :A, B, C, D  اايع  قا   خالفة بعل   نييييياقيم باحد بانA-B-C  دان باحد دقط  نا يلد

 ياطقق:

CBADCBDACDBADCBA  

A9 اذا كا ل :A  بB :أم  قلاين دان 

  A-B-Cيطيث ان  Cتوجد  قلة  ثل  -أ

  A-D-Bيطيث ان  Dتوجد  قلة  ثل  - 

  E-A-Bيطيث ان  Eتوجد  قلة  ثل  -ا

 

 :3 ترهنة 

  خالفة بعل   ناقيم باحد  A, B, C, Dدان النقا   A-B-C ,A-C-Dاذا كان  (1

  خالفة بعل   ناقيم باحد  A, B, C, Dدان النقا   A-B-D ,B-C-Dاذا كان  (2

  خالفة بعل   ناقيم باحد  A, B, C, Dدان النقا   A-B-C ,B-C-Dاذا كان  (3

 الترهان:

1 ) C-B-A   دان النقا ,A, B, C  ( خالفة بعل   ناقيم باحد A6) 

 ( A6 خالفة بعل   ناقيم باحد)  A, C, D, دان النقا  A-C-Dبك لك 

 B=Dاذا كان 

  A-C-Dب ينا ان 

 B-C-A 

 A-B-Cب لمن 

 (A7)ب ه ا يناقض 

   النقاA, B, C, D   خالفة  قا  

 A  بC   خالفاين قلاين  

  يوجد  ناقيم باحد دقط يطاوم النقلاينA  بC (A1 ) 

  B  بD  تقلان عل  النناقيمAC 

 A, B, C, D   تقع عل   ناقيم باحد 

 

 :4 ترهنة 

  A-B-C-Dدان  A-B-C ,A-C-Dاذا كان  (1

   A-B-C-D دان A-B-D ,B-C-Dاذا كان  (2

  A-B-C-Dان د A-B-C ,B-C-Dاذا كان  (3

 الترهان:

1) A-B-C  ,A-C-D 

   النقاA, B, C, D (3) ترهنة خالفة بعل   ناقيم باحد   

 A-B-C ب



( ن A8) تاطقق باحدة دقط  نايلد 

CBADCBDACDBADCBA  

D  -C-A     ةياطقق كل  ن  7يديهية تاطقق دان  ن      

A-D-CبD-A-C  

 C-D-B-A ⋀C -B-D-A⋀ C  -B-A-Dةياطقق كل  ن 

 

   ياطقق دقطA-B-C-D 

 

 
   





 :5مبرهنة 

  A-C-B او A-B-Cفان اما  B ≠ CوA-C-D و A-B-Dاذا كان  1)

 B-D-C او B-C-Dفان اما  C≠Dو A-B-D و A-B-C(اذا كان 2

 A-D-C او A-C-D  فان اماC≠D وA-B-D و A-B-C( اذا كان 3

 (1البرهان/

 A-B-D  النقاط فانA, B, D  ( مختلفة وعلى مستقيم واحدA6) 

A-C-D   فان النقاطA, C, D  ( مختلفة وعلى مستقيم واحدA6) 
 D, A  نقطتين مختلفتين 

 يوجد مستقيم واحد فقط يحتويA D, (A1) 
   B ≠ C 

 النقاطA, B, C, D مختلفة وعلى مستقيم واحد 

 النقاطA, B, C مختلفة وعلى مستقيم واحد 

  منA7 تتحقق واحدة فقط ممايلي 

BACBCACBA  
  A-B-DوA-C-D تتحقق 

    احتمالB-A-C غير متحقق 

 اما يتحققC-B-A اوB-C-A  

 

بحيث ان A2 و A1هي اتحاد مجموعتين او اكثر جزئيتين غير خاليتين  Sاذا كانت المجموعة  / تعريف

تجزئة  A2وA1هو عنصررر في واحدة وواحدة فقط من المجموعاا الجزئية فاني يقال بان  Sكل عنصررر في 

 . Sللمجموعة 

 {1,2,3,4,5}تكونان تجزئي للمجموعة   {1,2},{3,4,5} كمثال المجموعتان 

 

 Xمجموعة كل النقاط  S1. لتكن  mنقطة اخرى على  Aو  mاي نقطة على المسررررررتقيم  O/ لتكن تعريف

  mعلى  Xمجموعة كل النقاط  S2ولتكن  O-A-Xاو  O-X-A بحيث ان الترتيب Aمن ضررمن ا mعلى 

X-O-A  فانS1 و S2  تدعيان ج تيO علىm  وتدعيان ايضا نصفي المستقيمm  بالنسبة الىO اي ان 

S1={X ∈  m / O-X-A ∨ O-A-X  ∨ X=A} 

S2={ X ∈  m/ X-O-A } 

 

                                                  S2                         S1 

 X                        X                X    

 m 

                  O                 A    

 

 Oلاتحتويان على  mعلى المستقيم  Oج تا النقطة    /6مبرهنة 

 البرهان /

O∈S1 

   (A6)ولكن هذا يناقض  O-A-Oاو  O-O-Aاذن   O≠Aبماان 

O∈S2 



    A-O-O ( وهذا يناقضA6)   

 ∌S1  O∉S2 ,Oاذن

    

تدعى قطعة ويرمز ل ا  A-X-Bبحيث ان  Xنقطتين مختلفتين, مجموعة كل النقاط  A,B/ لتكن  تعريف

  A-Bبالرمز 

 

 A-Bلاتنتميان الى القطعة  A,Bالنقطتان  /10مبرهنة 

 البرهان/

 A,B ∈A-Bاذا كان 

 (A6وهذا يناقض ) A-A-B,A-B-Bاذن 

 A,B ∉A-Bاذن 

 

 هي مجموعة غير خالية  A-Bالقطعة /11مبرهنة 

 البرهان/

  A-C-Bبحيث ان  Cتوجد نقطة مثل  A9من 

C∈ A-B  

 هي مجموعة غير خالية A-Bاذن القطعة 

 

  A-B B-A =     /12مبرهنة 

 

 البرهان/

 وبالعكس B-Aهي مجموعة جزئية من القطعة  A-Bيجب ان نبرهن بان القطعة 

تنتمي  X,يجب ان نبرهن بان لكل  B-Aهي مجموعة جزئية من القطعة  A-Bولكي نبرهن بان القطعة 

 B-Aتنتمي الى القطعة  Xفان  A-Bالى القطعة 

X∈A-B  هذا يؤدي الىA-X-B    ⇐ (A5)B-X-A  

 B-A         X  ∋ اذن

  A-B ⊆B-A  

 A-B هي مجموعة جزئية من القطعة B-A وبنفس الطريقة نبرهن بان القطعة

 B-A  ⊆  A-B 

   B-A =  A-B  

 

 ABمن المستقيم  هي مجموعة جزئية  A-Bالقطعة    /13مبرهنة 

 ABهي مجموعة جزئية من المستقيم  A-Bولكي نبرهن بان القطعة  البرهان/

 ABتقع على المستقيم  Xفان  A-Bتنتمي الى القطعة  Xيجب ان نبرهن بان لكل 
  X∈A-B     A-X-B  ⇐ 

  من بدي يةA6  فانA,X,B نقاط مختلفة وعلى مستقيم واحد 
 A, B  )نقطتين مختلفتين )تعريف القطعة 

يحتوي ما  فقط يوجد مستقيم واحد[A1]  

 ABتقع على المستقيم  Xلذا فان 

  القطعيB-A  مجموعة جزئية من المستقيمAB 



 

 نقطتين مختلفتين فان  A,Bلتكن   /14مبرهنة 

A-B=C-D    ⟺  {A, B}={C, D} 

 الاتجاه الاول/   البرهان/

 {C,D}={A,B}نفرض 

 A=D,B=C او A=C,B=Dفاني اما 

 A-B=C-Dتعريف القطعي  نمففي اي حالة يكون 

 {C,D}≠{A,B}و A-B=C-Dالاتجاه الثاني/نفرض  

 يوجد عنصر في احدى المجموعتين لاينتمي الى الاخرى وليكنC  اي انC≠AC≠B, 
 A≠B ⟸ A, B, C نقاط مختلفة 

   ABمجموعة جزئية من المستقيم  هي A-B(القطعي  13من) مبرهنة 
 A-B=C-D  اذن القطعيC-Dمجموعة جزئية من المستقيم  هيAB   
  A,B,C  تقع على مستقيم واحدAB 

 منA7 تتحقق واحده فقط ممايلي 

BACBCACBA  

 C-A-Bعندما  (1

A-B≠Ф ] اذن توجد نقطة مثل   ] 11مبرهنيH  بحيث ان H∈  A-B 

A-H-B  , C-A-B⇐ ⇐  C-A-H-B (4)مبرهنة 

⇐  , C-A-H         A-B=C-D   

⇐ ∈C-D H  ⇐  C-H-D 

  D -H-C H,-A-C   ⇐  D -H-A-C  (4)مبرهنة  

C-A-D⇐ ⇐  A∈  C-D   و بماانA-B=C-D  

A∈ A-B    10وهذا يناقض مبرهنة 

 A-B-C,A-C-Bعندما وبنفس الطريقي نصل الى تناقض

   {A,B}={C,D} 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 A-Bمجموعتان جزئيتان من   R-Bو A-Rفان  A-R-Bو قطعة   A-B لتكن/ 15مبرهنة 

 البرهان/

 يجب ان نبرهن بان لكل  A-Bهي مجموعة جزئية من القطعة  A-Rلكي نبرهن بان القطعة 

X∈A-R  فانX∈A-B 

X∈A-R  ⇐ A-X-R و⇐  A-R-B   A-X-R-B  (4)مبرهنة 

 A-X-B ⇐  ⇐ X∈A-B  

 A-Bهي مجموعة جزئية من  R-Bوبنفس الطريقة نبرهن بان القطعة 

 

 بديهية باخ:

 مع القطع  {A,B,C}ثلاث نقاط مختلفة ولاتقع على مستقيم واحد,ان اتحاد  A,B,C:لتكن تعريف المثلث

A-B ,A-C ,B-C يدعى مثلث وتدعىA,B,C   الرؤوس , تدعىA-B ,A-C ,B-C  الاضلاع, الخطوط

 ∆ABCيرمز له بالرمز  A,B,Cضلاع تدعى خطوط الاضلاع ,المثلث الذي يتعين من التي تحتوي الا

 

A10  اذا كانت :A,B,C رؤوس مثلث وm  هومستقيم لايمر باي راس من هذه الرؤوس ويحتويm  على

 B-C.او  A-Cيحتوي كذلك على نقطة من الضلع  mفان  A-Bنقطة من الضلع 

 

ونقطة من  A-Bيحتوي على نقطة من الضلع  mرؤوس مثلث,اي مستقيم  A,B,Cاذا كانت / 17مبرهنة 

 B-Cان يحتوي على نقطة من الضلع   لايمكن هفان A-Cالضلع 

 البرهان/

            A                    بحيث ان   D,E,Fيحتوي على النقاط  mنفرض ان المستقيم 

D∈A-B, E∈A-C, F∈B-C 

   (2)من الفرض( وباستخدام )مبرهنة هذه النقاط مختلفة                 E                 D 

 منA7 تتحقق واحدة فقط ممايلي 

D-E-F ⋁ D-F-E  ⋁ F-D-E                 B                    C                                               

 E ∈ D-F ⇐ D-E-F                                                                 Fعندما
  F∈B-C  ⇐  F تقع عل المستقيمBC    (13)مبرهنه 

 ABتقع على المستقيم   D وكذلك النقطة

  D,B,F  لاتقع على مستقيم واحد 

  يتكون لدينا المثلثDBF 

  منA10  المستقيمAC  الذي يقطع الضلعF-D  في النقطةE  يجب ان يقطع احد الضلعين 

D-B ⋁  B-F   2وهذا غير ممكن )مبرهنة, (A7 

 D-F-E  ⋁ F-D-Eفي الحالتين وبنفس الطريقة نتوصل الى تناقض 

 الذي يقطع ضلعين في مثلث فانه لايقطع الضلع الثالثالمستقيم 

 

فان  P,Qمثل  Sمجموعة محدبة اذا وفقط اذا كان اي نقطتين تنتميان الى  S/ تدعى المجموعة تعريف 

 Sتكون مجموعة جزئية من  P-Qالقطعة 

 

 /23مبرهنة 

 اي مستقيم يكون مجموعة محدبة (1

 هي مجموعة محدبة Oكل من جهتي النقطة   (2



 البرهان/

 (1برهان الفرع 

 mاي نقطتين على  A,Bمستقيم ولتكن  mليكن 

 A,B  تعينان القطعةB -A )من تعريف القطعة( 
  القطعةA-B  من مجموعة جزئية)m  13مبرهنة) 

   m )مجموعة محدبة )من تعريف المجموعة المحدبة 

 (2برهان الفرع 

 مجموعة محدبة S1اولا/ يجب ان نبرهن بان 

 S1هي مجموعة جزئية من   X1-Y1,يجب ان نبرهن بان القطعة  S1اي نقطتين في  X1,Y1لتكن 
     X1-Y1  ∈ X   ⇐ X1-X-Y1 

X1∈S1    ⇐   O-A-X1 ⋁O-X1-A ⋁ X1=A 

Y1∈S1    ⇐   O-A-Y1 ⋁O-Y1-A ⋁ Y1=A 

 X1≠Y1و O-A-Y1 و O-A-X1(عندما 1

    اماY1-X1-O  اوX1-Y1-O  (5)مبرهنة 

  عندماO-X1-Y1 
   X1-X-Y1   ⇐  O-X1-X-Y1  (4)مبرهنة 

  O-X-Y1⇐و   O-A-Y1 

  اماX=A   ⇐   S1∈X 

 X≠Aاو 

 X∈S1 ⇐( 5)مبرهنة  O-X-Aاو  O-A-Xاما 

  عندماO-Y1-X1 
  X1-X-Y1   ⇐  O-Y1-X-X1 ( +A5 4مبرهنة) 

  O-X-X1⇐و   O-A-X1 

  اماX=A   ⇐   S1∈X 

 X≠Aاو 

 X∈S1 ⇐( 5)مبرهنة  O-X-Aاو  O-A-Xاما 

 X1≠Y1 وO-Y1-A و O-X1-A(عندما 2

 اماY1-X1-O  اوX1-Y1-O  (5)مبرهنة 

  عندماO-X1-Y1 
   X1-X-Y1   ⇐  O-X1-X-Y1  (4)مبرهنة 

  O-X-Y1⇐و O-Y1-A  ⇐ O-X-Y1-A  (4)مبرهنة 

  O-X-A  ⇐  ⇐ X∈S1 

  عندماO-Y1-X1 
  X1-X-Y1   ⇐  O-Y1-X-X1 ( +A5 4مبرهنة) 

  O-X-X1⇐و   O-X1-A 

⇐  O-X-X1-A(4)مبرهنة 

  O-X-A  ⇐  ⇐ X∈S1 

 O-A-Y1 و O-X1-A(عندما 3

⇐    O-X1-A-Y1  (4)مبرهنة 



⇐     O-X1-Y1 و   X1-X-Y1 

⇐   O-X1-X-Y1  (4)مبرهنة 

⇐  O-X1-X و    O-X1-A 

 X=A   ⇐  X∈S1عندما 

 X∈S1  ⇐(   5)مبرهنة  O-A-Xاو O-X-Aاما   ⇐   X≠Aعندما 

 O-A-Y1   او O-Y1-Aو    X1=A(عندما 4

⇐    O-Y1-X1  اوO-X1-Y1 
  X1-X-Y1   

 (4)مبرهنة  O-X1-X-Y1( او A5+4)مبرهنة  O-Y1-X-X1اما    ⇐

  اماX1-X-O  اوX-X1-O و  X1=A 

 اماA-X-O  اوX-A-O  ⇐ S1∈X 

 ((3) البرهان مشابه للحالة  O-Y1-Aو O-A-X1( عندما 5

 ((4)البرهان مشابه للحالة   O-A-X1 او O-X1-A و Y1=A( عندما 6

 

 مجموعة محدبه S2ثانيا/ يجب ان نبرهن بان 

 S2نقطتين مختلفتين في  X2,Y2لتكن 

 هي مجموعة محدبة  S2يجب ان نبرهن بان 

 S2هي مجموعة جزئية من  X2-Y2,يجب ان نبرهن القطعة  S2نقطتين مختلفتين في  X2,Y2لتكن 

X ∈ X2-Y2  ⇐  X2-X-Y2 

X2  ∈S2 ⇐ X2-O-A  ⇐ A-O-X2  (A5) 

Y2  ∈S2 ⇐ Y2-O-A  ⇐ A-O-Y2  (A5) 

 (5)مبرهنة   O-Y2-X2او  O-X2-Y2اما 

 (4)مبرهنة  X2-X-Y2  ⇐   O-X2-X-Y2و  O-X2-Y2عندما 

⇐ O-X2-X ⇐ X-X2-O 
 X2-O-A  ⇐ X-X2-O-A (4) مبرهنة 

⇐ X-O-A  ⇐  X∈S2    

 (A5+4)مبرهنة X2-X-Y2  ⇐ O-Y2-X-X2و   O-Y2-X2عندما 

⇐ O-Y2-X ⇐ X-Y2-O (A5) 

 (4)مبرهنة  Y2-O-A ⇐ X-Y2-O-Aو

 ⇐   X-O-A ⇐  X∈S2 

 مجموعة محدبة S1,S2اذن كل من 



 كل قطعة هي مجموعة محدبة/ 24مبرهنة 

 البرهان/

 A-Bاي نقطتين مختلفتين في القطعة  X,Yقطعه ولتكن  A-Bلتكن 

 A-Bهي مجموعة جزئية من  X-Yيجب ان نبرهن بان القطعة 

X ∈A-B ⇐ A-X-B 

Y ∈A-B ⇐ A-Y-B 

Z ∈X-Y ⇐ X-Z-Y 

 (5)مبرهنة  A-Y-Xاو  A-X-Yاذن اما    

 (4)مبرهنة  X-Z-Y ⇐ A-X-Z-Yو  A-X-Yعندما 

⇐ A-Z-Y و  A-Y-B 

⇐   A-Z-Y-B (4)مبرهنة 

⇐    A-Z-B ⇐ ∈ A-B Z 

 (4ومبرهنة  A5) X-Z-Y    ⇐  A-Y-Z-X وA-Y-Xعندما 

⇐ A-Z-X و A-X-B 

⇐  A-Z-X-B   (  4)مبرهنة 

⇐ A-Z-B   ⇐ ∈A-B Z 

 مجموعة محدبة  A-Bاذن القطعة 

 

 من المجموعات المحدبة هي مجموعة محدبة nتقاطع / 26مبرهنة 

 البرهان/

 A=A1∩A2∩A3∩…∩Anلتكن 

 Aفي  X,Yمحدبة ,يجب ان نبرهن بان لكل نقطتين مختلفتين  اتهي مجموع A1,A2,…,Anحيث ان 

⇐   A X-Y⊆ 

X,Y∈A      ⇐ A1∩A2∩A3∩…∩An    X,Y ∈ 

 X, Y ∈ A1∧  X, Y ∈ A2 ∧ … ∧  X, Y ∈ An   ⇐ 
  A1,A2,…,An محدبة هي مجموعات 

  ⇐ X-Y⊆A1  ∧   X-Y ⊆A2   ∧…∧ X-Y ⊆ An     

  ⇐    X-Y⊆ A1∩A2∩A3∩…∩An 

⇐   A X-Y⊆ 

 مجموعة محدبة Aاذن 

 

 تعريف /

الشعاعان  ,نقطة البداية  Oشعاع ,تدعى تدعى  Oمجموعة كل النقاط على مستقيم في نفس الجهه من النقطة 

نقطة على الشعاع  B و Aيدعيان شعاعين متعاكسين ,يرمز للشعاع الذي بدايته  Oالمناظران لجهتي 

𝐀𝐁⃗⃗    زبالرم ⃗⃗ 𝐀𝐁⃗⃗ .اي ان الشعاع  ⃗  ⃗⃗  لاتقع بين  Aبحيث ان  ABعلى المستقيم  Xهو مجموعة كل النقاط  ⃗ 

B و X  اي بتعبير اخر∨  A-X-B   A-B-X 

 

 

 



  /28مبرهنة 

 الشعاع هو مجموعة محدبة (1

 الشعاع هو مجموعة جزئية من المستقيم  (2

 للشعاع نقطة بداية وحيدة  (3

 نقطة بداية الشعاع لاتنتمي للشعاع  (4

 لكل شعاع يوجد شعاع واحد معاكس له (5

هه فان كل نقاطه تقع في نفس الج مستقيمالة بدايته على مستقيم لكنه لايقع على ع الذي نقطالشعا (6

 من المستقيم 

  ن نقطة بدايته واي نقطه من نقاطهيتعين الشعاع م (7

 البرهان/

المعاكسة  الجهه في تقع  Cبحيث ان   𝐎𝐁⃗⃗⃗⃗⃗⃗على الشعاع  C( نفرض ان العبارة خاطئة فتوجد نقطة مثل 6

  mفي جهتين متعاكستين من  B,C.اي ان  Bالتي تحتوي على  mللمستقيم 

 يفصل جهتيه mحيث ان  ( 20من تعريف الفصل ومبرهنة )

 C-Q-B      ⇐ Q ∈ CB (A6)بحيث ان  mتقع على  Qتوجد نقطة مثل   ⸫
   النقطةO  تقع على المستقيمCB )الشعاع هو مجموعة جزئية من المستقيم( 

  O,Qفي النقطتين  mيقطع المستقيم  CBاي ان المستقيم 

⸫ O=Q  (2)مبرهنة 
 C-Q-B     ⇐ C-O-B 

⸫ C,B  في جهتين متعاكستين منO  على المستقيمCB 

تقعان على الشعاع  C,Bوهذا يخالف الفرض) Oفي شعاعين متعاكسين نقطة بدايتهما  C,Bبتعبير اخر 

𝐎𝐁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  .) ⸫ اط الشعاع كل نق𝐎𝐁⃗⃗⃗⃗⃗⃗    تقع في نفس الجهه منm 

 



 داخل وخارج المثلث
 :  هو مجموعة كل النقاط الناتجة من∆  ABCداخل

  Cالتي تحتوي  ABجهة المستقيم  (1

 Bالتي تحتوي  ACجهة المستقيم (2

 Aالتي تحتوي  BCجهة المستقيم  (3

 خارج المثلث :هو مجموعة كل النقاط التي لاتقع على المثلث ولاتقع في داخله

 

 /29مبرهنة 

 داخل المثلث هو مجموعة محدبة

 مثلث ABCالبرهان/ ليكن 

 هو تقاطع : ABCداخل المثلث 

 Cوي التي تحت ABجهة المستقيم 

 Bالتي تحتوي  ACالمستقيم جهة

 Aالتي تحتوي  BCجهة المستقيم 

 (25بماان جهة المستقيم هي مجموعة محدبة )مبرهنة 

 (26وبماان تقاطع ثلاث مجموعات محدبة هي مجموعة محدبة )مبرهنة 

 هو مجموعة محدبه  ABCداخل المثلث  ⸫

 

 /30مبرهنة 

 P-R-Qوفي داخل المثلث فان  PQطة على المستقيم نق Rنقطتين على ضلعي مثلث و  P,Qاذا كانت 

 البرهان/

 A-C                                          Aنقطة على الضلع  Pمثلث و   ABCليكن 

 B-C                                                         Rنقطة على الضلع  Qو 

  P                                  وفي داخل المثلث PQنقطة على المستقيم  Rو  

 R                                                        تتحقق واحدة فقط ممايلي A7من  ⸫

P-Q-R    ∨    P-R-Q     ∨ R-P-Q                                        C        Q       B   

 R                                                                         متحققه P-Q-Rنفرض بان 

⸪ Q على المستقيم  تقع  B-C 

⸫ P,R  في جهتين متعاكستين من   B-C 

𝐂𝐀⃗⃗⃗⃗ الشعاع ⸪  BCتقع على المستقيم  C تهلكن نقطة بداي B-C   لايقع على المستقيم    ⃗ 

𝐂𝐀⃗⃗⃗⃗جميع نقاط الشعاع   ⸫  (6فرع  28)مبرهنة  B-C تقع في نفس الجهه من ⃗ 

 B-Cفي نفس الجهه من  P,Aاي ان 

⸫  A,R  تقعان في جهتين متعاكستين منB-C  (1فرع  27)مبرهنة 

 في داخل المثلث Rيناقض الفرض لان وهذا  Aالتي تحتوي  B-Cلاتقع في جهة  Rاي ان 

 R-P-Qوبنفس الطريقة نصل الى تناقض اذا فرضنا 

⸫  P-R-Q متحققه  

 

 



هي مجموعة جزئية من داخل  P-Qنقطتين على ضلعي مثلث فان القطعة  P,Qاذا كانت   /31مبرهنة 

 المثلث

 A-Cعلى الضلع  Pمثلث وفيه النقطة  ABCالبرهان/ ليكن 

  P-Qنقطة على القطعة   Rولتكن  B-C على الضلع  Qوالنقطة  

 تقع في داخل المثلث Rيجب ان نبرهن بان 

𝐂𝐀⃗⃗⃗⃗ الشعاع ⸪  (6فرع 28)مبرهنة B-Cتقع على  C تهنقطة بداي وان BCلايقع على المستقيم    ⃗ 

 B-Cفي نفس الجهه من  P,Aاي ان 

P-Q⸪  R∈ ⟸   P-R-Q 

⸫  P,R شعاع تقعان على ال𝐐𝐏⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   
⸪ Q  تقع على المستقيمBC 

 (6فرع 28)مبرهنة   B-Cمن نفس الجهه  يتقع ف 𝑸𝑷⃗⃗⃗⃗⃗⃗   كل نقاط الشعاع   ⸫

 B-Cفي نفس الجهه من R,Pاي ان 

⸫  A,R  تقعان في نفس الجهه منB-C  (3فرع  27)مبرهنة 

 Aالتي تحتوي  B-Cتقع في جهة Rاي ان 

 Bالتي تحتوي  A-Cتقع في جهة  Rوبنفس الطريقة نبرهن بان 

⸪ C,Q  تقعان على الشعاع𝑩𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗    وان الشعاع𝑩𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗   لايقع على المستقيمAB 

 (6فرع 28)مبرهنة ABتقع في جهه واحدة من المستقيم   𝑩𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗  كل نقاط الشعاع   ⸫

 A-Bتقع في نفس الجهه من  Q,Cاي ان  

 P,Cنفس الطريقة بالنسبة الى وب

⸫  P,Q  في جهة المستقيمAB   التي تحتويC  (3فرع  27)مبرهنة 

 (25هي مجموعة محدبة )مبرهنة  Cالتي تحتوي  ABجهة المستقيم  ⸪

⸫P-Q  هي مجموعة جزئية من جهةA-B  التي تحتويC 

⸪ R  ينتمي الىP-Q   

⸫ R  في جهة المستقيمAB  الذي يحتويC 

⸫ R تقع في داخل المثلث 

 هي مجموعة جزئية من داخل المثلث P-Qالقطعة  ⸫

 

 

 

A 

 

P                                                            

              R                                                                    

       

B       Q          C                                                         



 

 داخل المثلث هو مجموعة غير خالية/ 32مبرهنة 

 مثلث ABCالبرهان/ليكن 

 A-Q-B [A9]بحيث ان  Qوتوجد نقطة مثل  A-P-Cبحيث ان  Pتوجد نقطة مثل 

⸫ P  تختلف عنQ (2)مبرهنة 

 P-R-Q [A9]بحيث ان  Rتوجد نقطة مثل ⸫ 

P-Q⸪  R∈    

⸪  P-Q (31)مبرهنة  هي مجموعة جزئية من داخل المثلث 

 ⸫R في داخل المثلث 

 هو مجموعة غير خالية ABCداخل المثلث ⸫ 
 

 

                                      

                                                                  A 

                                                                             

                                                    P       R        Q 

                                                                                  

                                                C                          B 

 

الذي لايحتوي احد رؤوس المثلث كنقطة نهايته يدعى الضلع المقابل لذلك  في اي مثلث ,الضلع  تعريف/

 .الراس والراس يدعى بالراس المقابل

 

 المستقيم الذي يمر براس مثلث ونقطة في داخل مثلث فانه يقطع الضلع المقابل /43مبرهنة 

 البرهان/

 mلذلك فان  ABوAC اي انه يقطع كلا الخطين  ABCللمثلث  Aمستقيما يمر من الراس  mليكن 

 (2لايمكن ان يقطعهما مره ثانية )مبرهنة 

 ACعلى الضلع  Qفي داخل المثلث , ناخذ اي نقطة  Pيمر من النقطة  mنفرض ان 

 B-Cاو الضلع  A-Bلايحتوي على راس فانه يقطع اما الضلع  Qاذا كان الخط في  (A10)من   ⸫

 (1)الشكل الحالة الاولى /

  Sفي نقطة  A-Bيقطع الضلع  PQنفرض بان المستقيم 

 ⸫S-P-Q (30)مبرهنة 

 S-P-Q ⸪و QCSفي المثلث ⸫ 

 مره ثانية ACطالما لايمكن ان يقطع المستقيم  APالخط  ⟸فانه من) بديهية باخ ( 

 Dفي نقطة ولتكن   S-Cفانه يقطع القطعة  

⸫   S-D-C 

مرة ثانية فانه  ABلايمكن ان يقطع الخط  ADالخط  ⟸تتحقق بديهية باخ  BCSومره ثانية في المثلث 

 B-Cيجب ان يقطع الضلع 

 (2الشكل )الحالة الثانية/

  Tفي نقطة مثل  B-Cيقطع الضلع  PQنفرض ان المستقيم 

⸫ Q-P-T  (30)مبرهنة 



 QTCفي المثلث  ⟸من بديهية باخ  ⸫

⸪ AP  لايمكن ان يقطع المستقيمAC  مرة ثانية فانه يجب ان يقطع الضلعTC 

 B-Cاي انه يقطع الضلع    ⸫

 (3الشكل )الحالة الثالثة/

 يحتوي على راس PQنفرض بان المستقيم 

 A,Cلايمكن ان يحتوي على  ⸫

 Bلذلك فانه يحتوي على 

⸪ Q  تقع على الخطAC  والنقطتينP,B  تقعان على نفس الجهه منAC وP في داخل المثلث 

⸫ Q-P-B 

 QBCمن بديهية باخ في المثلث  ⸫

AP⸪  لايمكن ان يقطع المستقيمAC الضلع  مرة ثانية فانه يجب ان يقطع B-C 
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المستقيم الذي يمر في نقطة داخل مثلث لكنه لايحتوي على راس من مثلث فانه يقطع في الاقل / 53نة همبر

 حد الاضلاعا

 البرهان /

  Pمستقيم يمر من  mوليكن  ABCنقطة في داخل المثلث  Pليكن 

 A-Cعلى  Qناخذ اي نقطة على ضلع ولتكن 

 فان هذا يؤدي الى البرهان Qيحتوي على  mاذا كان 

 Qلايحتوي على  mاذا كان 

  PQناخذ الخط 

 B-Cاو الضلع  A-Bفانه اما يقطع الضلع  Bلايحتوي على  PQاذا كان الخط  ⟸من بديهية باخ  

 ARQفانه يتكون لدينا المثلث  Rفي نقطة ولتكن  A-Bيقطع الضلع  PQاذا كان الخط 

 QCSفانه يتكون لدينا المثلث  Sفي نقطه ولتكن  B-Cيقطع الضلع  PQواذا كان الخط 

⸫ R-P-Q  ( وفي الحاله الثانية فان 30)مبرهنةQ-P-S  (30)مبرهنة 

 هية باخ وفي اي حالة باستخدام بدي

 ⸫m  يقطع اماA-R  اوA-Q  في المثلثARQ  

 QCSفي المثلث   Q-Cاو C-Sاو يقطع 

 ABCلذلك فانه في اي حاله يقطع احد اضلاع المثلث 

  Bيحتوي على راس المثلث  PQاذا كان المستقيم 

 ⸫Q-P-B  وبنفس الطريقه السابقه نتوصل الى انm  يقطع اما الضلعB-C  او الضلعA-C 
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 الزوايا

شعاعين مختلفين لا يقعان على مستقيم واحد و لهما نقطة بداية  AC , AB: ليكن تعريف  

 مشتركة ، اتحاد الشعاعين مع نقطة البداية يدعى زاوية .

الشعاعين هما ضلعي الزاوية ، المستقيم الذي يحتوي الضلع يدعى خط الضلع ، نقطة               

 الزاوية .البداية  تدعى رأس 

 بالرمز   AC , AB   الرمز : يرمز للزاوية التي هي اتحاد الشعاعين 

BAC  ≺   أو   CAB ≺  و للاختصار𝐀 ≺ 

 / 36 مبرهنة

 Cو   ABعلى الشعاع  Bشعاعين لا يقعان على مستقيم واحد و أن   AC , AB ليكن         

  فأن :  ACعلى الشعاع 

BAC = ≺   BAC = ≺  BAC = ≺  BAC    ≺  

 قاعدة لغوية :

في مثلث وقطعتي المثلث التي يكون  ي الزاوية التي يكون رأسها هو رأسزاوية المثلث : ه

 الرأس كنقطة نهايتها كمجموعتين جزئيتين من ضلعيها .

الضلع المقابل للزاوية : هو ضلع المثلث الذي لا يكون رأس الزاوية كنقطة نهايته وهذا 

 . Aهو نفس الضلع المقابل للرأس  BACالضلع المقابل للزاوية  يعني مثلاا 

 تعريف :

التي  ABوجهة الشعاع  B التي تحتوي   AC: هو تقاطع جهة الشعاع  BACداخل الزاوية  

 .  Cتحتوي 

 خارج الزاوية : هو مجموعة كل النقاط التي لا تقع في داخل الزاوية ولاعلى الزاوية .

 رأس واحد فقط يوجد لزاوية ل / 37مبرهنة 

 



 داخل الزاوية هو مجموعة غير خالية .  /38مبرهنة 

 البرهان :

 داخل المثلث هو مجموعة جزئية من داخل الزاوية .⸪

 (32مبرهنة  مجموعة غير خالية  ) داخل المثلث هو ⸪

 داخل الزاوية مجموعة غير خالية . ⸫

 داخل الزاوية مجموعة محدبة . /39مبرهنة 

 زاوية  BAC لتكن البرهان/ 

التي  ACجهة الشعاع  C ,التي تحتوي   ABهو تقاطع جهة الشعاع  BAC داخل الزاوية ⸪

 . Bتحتوي 

 (25مبرهنة )جهة المستقيم هي مجموعة محدبة  ⸪

 ( 26مبرهنة  )( هو مجموعة محدبة (n = 2من المجموعات المحدبة  nتقاطع  ⸪

 هو مجموعة محدبة . BACداخل الزاوية  ⸫

تقع في داخل  ADفان كل نقاط الشعاع  ≻ BACنقطة في داخل   Dإذا كانت  /  40مبرهنة 

BAC ≺ 

 البرهان :

  BACفي داخل الزاوية تقع   Dالنقطة⸪

⸫ D   لا تقع علىAB   ولا على AC 

  ABالمستقيم تقع على   ADنقطة بداية الشعاع  ⸪

 (6فرع  28 ) مبرهنة AB المستقيم تقع في نفس الجهة من ADكل نقاط الشعاع   ⸫

⸪ D  في جهة تقعAB  التي تحتويC   لأن [D ] في داخل الزاوية 



 . Cالتي تحتوي  ABتقع في جهة   ADكل نقاط الشعاع  ⸫

 .  ACتقع على   ADنقطة بداية الشعاع  ⸪

 ( 6فرع  28) مبرهنة   ACتقع في نفس الجهة من  ADكل نقاط الشعاع ⸫

⸪D  تقع في جهة AC   التي تحتويB    [D ] في داخل الزاوية 

 .  Bالتي تحتوي   ACتقع في جهة   ADكل نقاط الشعاع ⸫

 تقع داخل الزاوية ] من تعريف داخل الزاوية [ .   ADكل نقاط الشعاع  ⸫

 



و في  PQ مستقيمنقطة على ال Rنقطتين على ضلعي زاوية و  Q, ,Pإذا كانت /41مبرهنة 

 .   P-R-Qداخل الزاوية فان 

 البرهان/

في داخل  Rوان  PQينتمي للمستقيم  RوQ∈ AC  و ∋AB  Pزاوية وفيها ≻  BACلتكن

   P-R-Q   يجب ان نبرهن الزاوية

⸪R  تقع في داخلBAC ≺  وانP,Q تقع على ضلعي الزاوية 

⸫P,R,Q النقاط تقع على مستقيم واحد⸪نقاط مختلفة و 

 يتحقق واحدة فقط مما يلي  A7من  ⸫

R-P-Q∨P-R-Q∨P-Q-R 

 R-P-Qعندما 

⸪    AB P∈ ⟸ R,Q  في جهتين متعاكستين منAB 

⸪AC  لايقع على المستقيمAB  لكن نقطة بدايتهA  تقع على المستقيمAB 

 (6فرع 28)مبرهنة  ABتقع في نفس الجهه من المستقيم  ACجميع نقاط ⸫ 

⸪  Q, C  ينتمون الى الشعاعAC 

⸫ Q, C  في نفس الجهه من المستقيمAB 

⸫ R,C  تقعان في جهتين متعاكستين منAB (1فرع27)مبرهنة 

 Cالتي تحتوي  ABلاتقع في جهة  Rاي ان 

 وهذا تناقض BACزاوية لاتقع في داخل  R وهذا يؤدي ان 

 P-Q-Rوبنفس الطريقة نصل الى تناقض اذا فرضنا 

⸫P-R-Q متحققه 
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جزئية من داخل مجموعة  P-Qنقطتين على ضلعي زاوية فأن   Q , Pإذا كانت/ 42مبرهنة 

          الزاوية .                                         

 B         P                                                         البرهان : 

               Q ∈ AC                       R                    Aو  ∋ AB P زاوية و ≻  BACلتكن 

          P-Q  R ∈                                                 Cلتكن 

 BAC                      Q . في داخل الزاوية تقع Rأن نبرهن إن  يجب

⸪ P-Q  R ∈ ⟸  P-R-Q 

  PQتنتمي إلى الشعاع    R ,Qأي أن : 

 . ABتنتمي للمستقيم  Pو  ABلا يقع على    PQالشعاع ⸪

 )(6)  28 مبرهنة (  ABتقع في نفس الجهة من المستقيم   PQكل نقاط الشعاع   ⸫

 Qالتي تحتوي  APفي جهة  Rهذا يعني إن    AP = ABفي نفس الجهة من    Q ,Rأي إن

 . Pالتي تحتوي  AQتقع في جهة   Rو بنفس الطريقة نبرهن أن 

⸫R  تقع في داخل الزاويةPAQ  ] من تعريف داخل الزاوية [ 

⸪PAQ =   ≺    BAC   ≺      [ 36] مبرهنة 

 :. R  في داخل الزاوية  تقعBAC ≺ 

⸫P-Q مجموعة جزئية من داخل BAC  ≺ 



يقطع القطعة   ADفان الشعاع    ≻ BACنقطة في داخل الزاوية  Dأذا كانت  /43مبرهنة  

B-C  . 

 ≻ BACتقع في داخل  Dالنقطة ⸪البرهان/

⸫D  تقع في جهةAB  التي تحتويC  وفي جهةAC  التي تحتويB 

 او لاتقع عليه BCتقع على المستقيم  Dاما   ⸫

 BCتقع على المستقيم  D(نفرض ان 1

⸪ B,C  نقطتين على ضلعي زاويةBAC وD  تقع في داخل الزاوية 

⸫  B-D-C  ( اي ان 41)مبرهنةAD  يقطع القطعةB-C 

  BCلاتقع على المستقيم  D(اذا كانت 2

⸫D  تقع في جهةBC  التي تحتويA  اوفي جهةBC  التي لا تحتويA  (20)مبرهنة 

  اذا كانتD  تقع في جهةBC  التي تحتوي   A 

⸪ D  تقع في جهةAB  التي تحتويC  وفي جهةAC  التي تحتويB 

⸫ D  تقع في داخل المثلثABC 

 (34)مبرهنة B-Cيقطع القطعة  ADالشعاع  ⸫

  اذا كانتD  تقع في جهةBC  التي لا تحتويA )واجب( 

             

                                                                   B 
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 /44 مبرهنة

 D-Eخارج الزاوية فان القطعة في أي نقطة  Eو  BACنقطة في داخل الزاوية  Dأذا كانت  

 تقطع الزاوية . 

  ≻  BACتقع في داخل  D⸪البرهان/ 

⸫D  تقع في جهةAB  التي تحتويC  وفي جهةAB  التي تحتويB  

⸪E  تقع خارج الزاوية 

⸫E )لاتقع في داخل الزاوية ولا على الزاوية )من تعريف الزاوية 

                               B              E                                 

                                D              A                E 

                              C                                     

 توجد عدة احتمالات هي⸫

1)E   تقع على الشعاع المعاكسAB 

2)E   تقع على الشعاع المعاكسAC 

3)E   تقع في جهة المستقيمAB  التي لاتحتوي علىC 

4) E  تقع في جهة المستقيمAC  التي لاتحتوي علىB   

 البرهان/

 (1الحاله)  

 E-A-Bاي ان    ABتقع على الشعاع المعاكس  Eنفرض بان 

 ACفي جهتين متعاكستين من  E,Bوهذا يؤدي الى 

⸪ D  تقع في جهة الشعاعAC  التي تحتويB 

⸫  D,E من  في جهتين متعاكستينAC  (1فرع   27)مبرهنة 



 وتعريف الفصل( 20)مبرهنة    D-H-Eبحيث ان  ACعلى  Hتوجد نقطة مثل  ⸫

 ≻  BACتقطع  D-Eالقطعة ⸫

 ( 2الحالة) ( 1بنفس الطريقة في الحالة) 

 ( 3الحالة) 

  Cالتي لا تحتوي على  ABتقع في جهة المستقيم  Eنفرض 

⸪D  تقع في جهة المستقيمAB  التي تحتويC 

⸫E,D  تقعان في جهتين متعاكستين منAB  (1فرع 27)مبرهنة 

 وتعريف الفصل( 20)مبرهنة  D-H-Eبحيث ان  ABعلى المستقيم  Hتوجد نقطة مثل  ⸫

⸫H ∈  AB     

⸫  H ∈AB  اوH=A او H  على الشعاع المعاكس للشعاعAB 

 ≻  BACتقطع  D-Eفان القطعة  ⟸ H ∈ABاذا كانت  ⸫

 ≻  BACتقطع  D-Eفان القطعة  ⟸  H=Aوفي حالة 

 AB ⟸ ⸫H-A-Bعلى الشعاع المعاكس للشعاع  Hوفي حالة 

⸫ H,B  في جهتين متعاكستين منAC 

⸪ D  في جهه الشعاعAC  التي تحتويB  

⸫ H,D  في جهتين متعاكستين منAC  (1فرع   27)مبرهنة 

 وتعريف الفصل(  20)مبرهنة  D-R-Hبحيث ان  ACعلى  Rتوجد نقطة مثل  ⸫

⸪ D-H-E و D-R-H   (4)مبرهنة ⟸ D-R-H-E  

⸫ D-R-E  ⟸  D-E R∈   و⸪AC ∈ R 

 ≻  BACتقطع  D-Eالقطعة   ⸫

 (3( بنفس الطريقه في الحالة )4ة )الحال 



 

يكون   ADنقول ان الشعاع   AC , ABزاوية متكونة من الشعاعين   BACتعريف : لتكن  

 .≻ BACيقع في داخل الزاوية  ADكان الشعاع وفقط اذا  إذا  AC , ABبين الشعاعين 

على  Bإذا وفقط إذا توجد نقطة مثل  AC , ABالشعاعين يقع بين  ADالشعاع  / 45مبرهنة 

  بحيث أن   ADعلى الشعاع  Dونقطة مثل   ACعلى الشعاع   Cونقطة مثل  ABالشعاع 

B-D-C  

 ألاتجاه الأول :  ان/البره

  BACيقع في داخل الزاوية   ADإي إن  AC , ABبين الشعاعين    ADنفرض إن الشعاع 

  السابق(من التعريف )

 AC  [A9  ]على الشعاع  Cونقطة مثل  ABعلى الشعاع  Bتوجد نقطة مثل 

⸫B A C  = ≺ BAC  ≺    [  36]مبرهنة  

   ≻   BACيقع في داخل الزاوية   AD.: الشعاع 

 [43] مبرهنة   Dفي نقطة مثل  B-Cيقطع القطعة   AD.: الشعاع 

⸫B-D-C  

  الاتجاه الثاني :

   ∋ B-D-C   AD    ∋ ∈ AC ,  D AB ,  C ∈ Bنفرض إنه توجد نقاط       

⸫ D   تقع في داخل الزاويةBAC   [ 42] مبرهنة 

⸪D   تنتمي للشعاعAD   

 [  40] مبرهنة   BACتقع في داخل الزاوية   AD.: كل النقاط الشعاع 

 ))التعريف   AC , ABيقع بين   ADالشعاع ⸫



 /46مبرهنة

 ACيقع بين الشعاعين      AEوكان الشعاع    AC , ABيقع بين الشعاعين  ADأذا كان   -أ

, AD   فأن الشعاعAE   يقع بين الشعاعينAC , AB 

 AEبين الشعاعين      ACوكان الشعاع    AC , ABبين الشعاعين   ADإذا كان الشعاع  -ب

, AD   حيث أن ( E  تقع في جهةAB  التي تحتويD  فأن الشعاع )AC  عاعين يقع بين الش 

AE , AB  .  

  / أ(البرهان

 AC , ABبين الشعاعين   ADالشعاع  ⸪

 (45)مبرهنة   ∋ B-D-C   AD    ∋ ∈ AC ,  D AB ,  C ∈ B  توجد نقاط مثل ⸫

 ⸫D A C  = ≺ DAC ≺   ( 36مبرهنة  )                                 B 

 AC , AD                          D             Aيقع بين الشعاعين   AEالشعاع ⸪

⸪ AE   يقع في داخل  ≺ DAC)التعريف السابق(                    E                   

⸫  AE   يقع في داخل  ≺ DAC)التعريف السابق(                     C   

⸫ AE  يقطع القطعةD-C  في النقطةE  (43)مبرهنة 

⸫ D-E-C 

⸪  B-D-C    وD-E-C  ⟸ B-D-E-C    (4)مبرهنة 

⸫  B-E-C    

⸪  AE   ∈ AC ,  E AB ,  C ∈ B ∈ 

 )45)مبرهنة   AC , ABيقع بين الشعاعين   AEالشعاع  ⸫

 

 



 

 

 

 /  47مبرهنة 

 هو الشعاع المعاكس للشعاع   ODوكان الشعاع   OC و  OAيقع بين الشعاعين  OBإذا كان 

OA   فأنOC  يقع بين الشعاعينOD , OB   

 البرهان : 

 OC و OAيقع بين الشعاعين   OBالشعاع ⸪

 ]من التعريف [  ≻   AOCيقع في داخل الزاوية  OBالشعاع  ⸫

⸫B  تقع في جهةOC   التي تحتويA  

⸪OD , OA   شعاعين متعاكسين و النقطةO  هي بداية الشعاعOC  

⸫ A , D   في جهتين متعاكستين من الشعاعOC  

 (1فرع  27مبرهنة  OC   (في جهتين متعاكستين من  D , Bالنقطتين  ⸫

 الفصل [تعريف و  20 مبرهنة ]  D-R-Bبحيث إن  OCعلى الشعاع   Rتوجد نقطة مثل  ⸫

 [ 45] مبرهنة        OD , OBيقع بين الشعاعين  OCالشعاع   ⸫ 

                                                A 
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 ( المحدبتعريف : ) رباعي الأضلاع 

أربع نقاط مختلفة لا توجد ثلاثة منها على مستقيم واحد ، اتحاد النقاط   A,B,C,Dلتكن 

يدعى رباعي الأضلاع ،    B-D , C-D , A-C , A-Bمع القطع الأربعة    A,B,C,Dالأربعة 

تدعى الرؤوس و القطع تدعى الأضلاع و الخطوط التي تحتوي الأضلاع  A,B,C,Dالنقاط 

 تسمى خطوط الأضلاع .

الضلعان اللذان لهما نقطة نهاية مشتركة يدعيان متجاورين والضلعان الغير متجاورين 

 يدعيان متقابلين .

متجاورين ، زاويتان  نضلعيلهي الزاوية التي تحتوي على رأس :زاوية رباعي الأضلاع 

رباعي الأضلاع تكونان متجاورتين إذا اشتركا بضلع ، الزاويتان غير متجاورتين تكونان ل

 متقابلتين .

رأسي الزاويتين المتجاورتين يدعيان رأسين متجاورين ، الرأسين الغير متجاورين يدعيان 

 راسين متقابلين .

 القطعة الواصلة بين رأسين متقابلين تدعى القطر 

 ع ضلعان في رباعي أضلاع فانه يدعى بسيطتعريف : إذا لم يتقاط

تعريف : إذا كان لأي رأسين متجاورين لرباعي إضلاع ، الرأسان اللذان لا يقعان على خط 

الضلع للرأسين المتجاورين يكونان في نفس الجهة من خط الضلع يدعى هذا رباعي أضلاع 

 محدب .

 

                                                              أـ

 

 

                                                



 

 

                                                -ب

 

                 

                         

 

*الأشكال في مجموعة )أ( هي أمثلة على رباعي أضلاع محدب بينما الأشكال في مجموعة 

 )ب( هي أمثلة على رباعي أضلاع غير محدب .

المستوي المتعين من خطوط ف لأضلاع المحدب هو تقاطع كل أنصاتعريف : داخل رباعي ا

الأضلاع و التي تحتوي على الرؤوس التي لا تقع على خطوط الأضلاع أي انه داخل رباعي 

                                هو تقاطع :         ABCDالمحدب   الأضلاع

 . D, Bالذي يحتوي   ACنصف المستوي المتعين من  -1

 . C , Dالذي يحتوي   ABنصف المستوي المتعين من  -2

 . A , Cالذي يحتوي   BDنصف المستوي المتعين من  -3

 .  A , Bالذي يحتوي  CDنصف المستوي المتعين من  -4

 مجموعة محدبة . داخل رباعي الأضلاع المحدب يكون /48 مبرهنة

 يقطع قطرا رباعي الأضلاع المحدب احدهما الآخر . /49مبرهنة 

 

 ألتطابق و ألمقارنة   

 ≅التطابق : هو علاقة أولية تقنية ، فيقال إن شكلاً ما يطابق شكل آخر ويرمز له بالرمز 

 ≅ C-D   A-B، يرمز لها C-Dتطابق   A-Bفمثلاً  



 

 بديهيات التطابق والمقارنة

 [ A11 : ) بديهية إنشاء قطعة  ( ] 

توجد  Cنقطة بدايته  mفانه على كل شعاع على   mنقطة على الخط  Cقطعة و   A-Bلتكن 

 .     ≅  C-D   A-Bبحيث إن Dنقطة واحدة فقط 

                                                              A                                 B  

                                                        m    D                             C          

[A12  تطابق القطع علاقة تكافؤ )كل قطعة تطابق نفسها ( أذا كانت قطعة واحدة تطابق : ]

تطابق قطعة ثانية و اولى قطعة ثانية فان القطعة الثانية تطابق الاولى ، و اذا كانت قطعة 

 القطعة الثانية تطابق قطعة ثالثة فان القطعة الاولى  تطابق القطعة الثالثة                 

[A13 : ) بديهية جمع القطع (  ] 

 إذا كان :

   A-B-C ـ أ 

     D-E-F- ب 

   ≅ D-E A-B -ـ ج

  ≅ E-F  B-C -د

   D-F  ≅  A-Cفان :  



   أذا كان طرح القطع ( ) /50مبرهنة

 A-B-C -1  

  D-E-F -2    

D-F -3    ≅  A-C   

  A-B ≅ D-E -4     

 ≅  E-F  B-C فان  

  ≅ E-F  B-C    إننفرض  /البرهان 

                 D-E-G                C                 B            A إنبحيث  G.: توجد نقطة مثل 

 (A11بديهية )   ≅ E-G    B-Cو  

E-F⸪      B-C ≅                                      F         G      E               D 

⸫E-G    E-F  ≅     [A12  ]⟸  F  ≠  G    

⸪1- A-B-C 

2- D-E-G 

3- A-B ≅  D-E    

4- B-C  ≅  E-G    

⟸     D-G A-C ≅   (A13 ولكن   ) D-F  ≅  A-C 

  :.D-F  ≅  D-G     [A12  ]  ⟸   F = G 

 ولكن هذا تناقض 

  :.B-C  ≅  E-F  



 Eتوجد نقطة مثل  فأنه  A-B-Cنقطة بحيث إن  Bو  ≅ D-F A-C  تإذا كان 51  / مبرهنة

 . A-B ≅ D-Eو    D-E-Fبحيث إن 

  DFتقع على المستقيم    Dالبرهان : بما إن 

  A-B ≅ D-E [A11]و القطعة  D-E-Fبحيث إن  DFعلى الشعاع  E .: توجد نقطة مثل 

                                           A                  B                  C 

                                           D                  E                   F 

 مقارنة ألقطع

 بحيث ان Eإذا و فقط إذا توجد نقطة مثل  C-Dتكون أصغر من  A-Bتعريف : القطعة 

  C-E-D      وA-B ≅  C-E . 

 A-B  <  C-Dز ( بالرم  C-Dأصغر من   ( A-Bرمز : يرمز للعبارة 

 أي قطعتين فانه تتحقق واحدة فقط مما يلي :  C-D , A-Bإذا كانت  /52 مبرهنة

A-B  ≅  C-D      او   A-B  <  C-D او  C-D  <   A-B 

 CDتقع على المستقيم   C ⸪ /البرهان 

 A-B ≅  C-E  [A11 ]بحيث إن  CDعلى الشعاع  Eتوجد نقطة مثل  ⸫

    ⟸   E = D     A-B  ≅  C-Dإذا كانت 

 ثلاث نقاط مختلفة و على مستقيم واحد . E ≠ D      ⟸ ⸫  C , E , Dإذا كانت 

 [ تتحقق واحدة فقط مما يلي  A7 من ] ⸫

 C-D-E   ∨ C-E-D ∨   E-C-D  

 [       E ∈  CD لا يتحقق ]    E-C-D احتمال

 )التعريف(   A-B ≅  C-E   ⟸ A-B  <  C-Dو بما إن   C-E-D عندما  



 

    A-B ≅  C-Eو بما إن   C-D-E عندما 

 [ . 51رهنة ]مب   A-F  ≅  C-D ⸪و   A-F-Bبحيث إن    A-Bعلى  F.: توجد نقطة مثل 

⸫C-D <  A-B     [] التعريف 



 /53مبرهنة 

   E-F  <   C-Dفان   A-B  ≅ E-Fو  A-B <  C-Dإذا كانت القطعة 

 /البرهان 

⸪  A-B <  C-D  

 ] التعريف السابق [  A-B  ≅  C-Gو القطعة   C-G-Dبحيث  Gتوجد نقطة مثل ⸫

  ⸪A-B  ≅   E-F   

 E-F  ≅   C-G     [A12 ]القطعة  ⸫

 ] التعريف السابق [      E-F  <   C-Dالقطعة  ⸫

     A-B  <   E-Fفان    C-D ≅  E-Fو   A-B <  C-Dإذا كان /  54مبرهنة 

 البرهان : 

⸪A-B <  C-D  

 ] التعريف السابق [  ≅ A-B C-Gوالقطعة  C-G-Dبحيث إن الترتيب  Gتوجد نقطة مثل  ⸫

⸪  C-D  ≅   E-F  وC-G-D    

 [ 51] مبرهنة    C-G E-H  ≅و   E-H-F بحيث إن   Hتوجد نقطة مثل  ⸫

⸪A-B  ≅  C-G  

⸫ A-B  ≅  E-H   [A12 ] 

A-B  <  E-F⸫  ] التعريف السابق[ 

 

   A-B  <   E-Fفان    C-D  <  E-Fو     A-B <  C-Dإذا كانت   / 55مبرهنة 

   A-B <  C-D ⸪/  البرهان



    ]من التعريف [  A-B ≅  C-Gو    C-G-Dبحيث إن  Gتوجد نقطة مثل  ⸫

⸪  C-D  <  E-F  

] من التعريف السابق [ C-D  ≅  E-H     و E-H-Fبحيث إن الترتيب  Hتوجد نقطة مثل  ⸫

⸫ A-B <  E-H     [54 مبرهنة ] 

 ]  من التعريف [  A-B  ≅  E-Iو      E-I-Hبحيث إن  Iتوجد نقطة مثل ⸫

⸪E-I-H  ˄   E-H-F   

⸫ E-I-H-F     [ 4 ]مبرهنة 

⸫ E-I-F    و⸪  A-B  ≅   E-I   

⸫ A-B  <   E-F            

  (تطابق الزوايا و المثلثات )   

 :[A14] بديهية إنشاء زاوية  

   يوجد شعاع واحد  mفانه في كل جهة من  mشعاع على الخط  DEزاوية و   BACلتكن 

 .≻ BAC  ≺ ≅ EDFبحيث إن الزاوية  DFفقط مثل 

 [A15   ] :. تطابق  الزوايا  هو  علاقة  تكافؤ 

 [A16  في : ]مثلثين الDEF ,∆ ABC  ∆  إذا كانA-B  ≅  D-E     وA-C ≅  D-F  و  

 A ≺ ≅ D  ≺  فانB ≺ E ≺ و C ≅ ≺F ≺. 

                                   A                                   D 

 

 

   F                                 E      C                           B   



 نعني التناظر التالي  :    ∆  ABC ـــ ∆ DEFرمز : بالرمز 

 الرؤوس       الزوايا                       الاضلاع                             

A        D                  ≺ A           ≺ D                   A-B           D-E      

B         E                  ≺  B            ≺ E                   B-C            E-F      

C          F                   ≺ C            ≺  F                   A-C            D-F     

 ∆  -XYZ ∆ ABC    مثلثين ، إذا وجد على الأقل تناظر واحد  DEF , ABC تعريف : ليكن 

 .  D,E,Fهي   X,Y,Zحيث  

  ≅  A-B                             ≅   ≺ A                   X-Y ≺Xبحيث إن

≺Y  ≅  ≺ B                     Y-Z  ≅ B-C                                          

≺Z  ≅ ≺C                       X-Z  ≅ A-C                                         

 قين فان هذا التناظر يدعى تناظر متطابق و يقال عن المثلثين متطاب

  DEF ,ABCهذا التناظر متطابق للمثلثين   ∆  ABC      ∆ DEFرمز : إذا كان   

       ∆  ABC   ≅  ∆ DEFفانه يرمز  له بالرمز  

 

 



 : SAS))  / 56  مبرهنة

إذا كان ضلعان و الزاوية المحددة بينهما في مثلث تطابق الضلعين و الزاوية المحددة بينهما 

  DEF , ABCفي مثلث آخر فان المثلثين متطابقين بعبارة أخرى إذا كان المثلثين 

A-B   ≅  D-E   

A-C   ≅  D-F       

 ≺ A ≅  ≺ D    فان∆ABC ≅    ∆DEF         

 C ≅ ≺ F      [A16   ] ≻و    ≻    B ≅   ≺ E.:   /البرهان 

 ئةطانفرض إن العبارة  خ    B-C  ≅   E-Fيجب إن نبرهن إن    

 [   52] مبرهنة   B-C  <  E-Fو     E-F  <  B-C .: أما   

   B-C  <  E-F  عندما

 تعريف قطعة اصغر من قطعة  [من ]  B-C  ≅  E-G, E-G-Fبحيث إن  G.: توجد نقطة مثل 

 :.E,G,F    [  نقاط مختلفة و على مستقيم واحدA6  ] 

  EFتقعان على المستقيم    F , Gأي  إن 

⸫G , F  في نفس الجهة منDE   [  6فرع   (28) ] مبرهنة, 

 فيهما DEG , ABCمثلثين  الفي  

B-C  ≅  E-G  ,   A-B ≅   D-E  ,      ≺    B  ≅  ≺   E    

    :.≺ EDG   ≅  ≺ BAC              [A16 ]     D                         A 

  BAC  ≅   ≺ EDF ≻و لكن  

 ≺ EDG    ≅   ≺ EDF⸫    [A15 ]   

  :.DG  =DF    [A14  ]                 F                       E  C                         B 



 [       2  ا يناقض  ] المبرهنةوهذ    DFينتمون إلى     F ,Gأي إن 

 :.B-C  <  EF    غير متحققة وبنفس الطريقة للاحتمال الثاني 

 :.B-C   ≅   E-F   , ABC  ≅  DEF   

تعريف : زاويتان لهما ضلع مشترك و ضلعيهما الآخرين يكونان شعاعين متعاكسين يقال 

 عنهما يكونان زوجاً خطياً . 

ن لزوج خطي يقال عنهما متكاملتين ، إحداهما ي: زاويتان تطابقان على التوالي زاويت تعريف

 مكملة للأخرى .

 /57مبرهنة 

 إذا كانت زاويتان تكونان زوجاً خطياً فأنهما متكاملتان  .

 /58مبرهنة 

 يإذا كانت زاويتان متطابقتان فانه تتطابق كذلك الزاويتان اللتان تكونان معهما على التوال

 ين  .يزوجين خط

   ABCتطابق الزاوية   DEFتكن الزاوية / لالبرهان 

 D-E-G    [A9  ]بحيث إن  Gو توجد نقطة مثل   A-B-Hبحيث إن H مثل نقطة  .: توجد 

 متعاكسين .  EG  ,  EDمتعاكسين و كذلك الشعاعين    BHو الشعاع    BA.: الشعاع 

 زوجاً خطياً  تكونان  ≻  CBHو    ≻   ABCو تكون الزاويتان 

 زوجاً خطياً  تكونان ≻ FEGو    ≻    DEFو الزاويتان 

 ≻  FEG ≺ ≅  CBHيجب ان نبرهن بان 

 مختارة بطريقة بحيث إن :   F,G,Dلتكن النقاط 

A-B   ≅   D-E                                              

B-C   ≅   E-F                                               



B-H  ≅   E-G                                              

 فيهما ∆   DEFو ∆ ABCفي المثلثين 

≺DEF  ≅  ≺  ABC     ,  B-C  ≅  E-F  ,  A-B  ≅  D-E      

 [ (SAS)( (56]مبرهنة    BAC  ≅  ≺ EDF ≻و       D-F  ≅  A-C.:   القطعة 

 :.A-H  ≅   D-G     [A13 ] 

⸫   FDG∆  ≅ ∆CAH   هنة  (  ومن التطابق نحصل على ان56)مبر

 C-H   ≅   F-G      

≺ CHA   ≅    ≺  FGD       

 فيهما  FEGو    CBHفي المثلثين 

C-H≅  F-G ,  B-H  ≅  E-G  ,      ≺ BHC  ≅    ≺ EGF     

 :.≺ CBH   ≅  ≺ FEG       A16 ]   ] 

                     C                                           F                          

  

 

              

                      A            B            H             D               E           G    



 المتطابقة تكون متطابقة . مكملات الزوايا / 1نتيجة 

 تعريف : يقال عن زاويتين لهما رأس مشترك إنهما زاويتان رأسيتان إذا و فقط إذا  

 هما الشعاعين المعاكسين لشعاعي الزاوية الأخرى .زاوية واحدةشعاعين   

 ن متطابقتين .تكون الزاويتان الرأسيتي / 2نتيجة 

 جهتينالزاويتان لهما رأس مشترك و ضلع مشترك و ضلعيهما الآخرين في  : فتعري  

     المتعاكستين لخط الضلع المشترك تدعيان زاويتان متجاورتين .

 ن فأنهما تكونان زوجاً خطياً .ين و متجاورتيإذا كانت زاويتان متكاملت  /3نتيجة 

في جهتين متعاكستين   B,Dزاويتان متكاملتان و إن CAD ≻و  ≻  BAC لتكن  /البرهان  

التالي فان الزاويتين بشعاعين متعاكسين و AB , AD) يجب إن نبرهن    ACمن  الخط

BAC    ≺وCAD  ≺ ) ًتكونان زوجاً خطيا 

  ABو الشعاع المعاكس ه AEليكن  

 ⸫D , E   في نفس الجهة من الخطAC  [1فرع  (27) ] مبرهنة 

  ABهو الشعاع المعاكس للشعاع  AEالشعاع ⸪

 تكونان زوجاً خطياً  CAE ≻ و  ≻   BACالزاويتان  ⸫

  [ 57متكاملتين  ] مبرهنة  ≻  CAEو  ≻   BACالزاويتان  ⸫

⸪ BAC   ≺ CAD ,  ≺   متكاملتين 

⸪  ≺BAC ≅ BAC   ≺ A15]  ]  

:. ≺ CAE ≅ CAD   ≺  [  1نتيجة)] ) 

 ] AE = AD    ] A14عاع .: الش

 :.AD  هو الشعاع المعاكس إلىAB   و إن الزاويتانCAD , ≺BAC  ≺  ًتكونان زوجا

 خطياً.



                              D                       C    

 

                                                                         

                             E                       A                       B 

  / 59مبرهنة  

يوجد شعاع  هفأن ABC الزاويةفي داخل  BGوان الشعاع   DEF  ≅  ≺ ABC ≻كان  إذا

     ≻ GBC  ≅ ≺HEF و ≻  ≅DEH ≺  ABG إنبحيث   ≻  DEFفي داخل  EHمثل 

       /البرهان 

 A                                             D                                     

B                                                    E                                                                   

                   H                N                                 G       M 

                            C                                                       F 

  C-B ≅ F-Eو  A-B  ≅ D-E إن  بحيث D,F[ نختار النقاط A11من ]

 من التطابق نحصل[ و SAS]المبرهنة  DEFالمثلث  ≅ ABC.: المثلث 

 D-F A-C  ≅    وBCA ≺   ≅  EFD  ≺    و BAC  ≺ ≅ EDF ≺  

 (43)مبرهنة  Mفي نقطة ولتكن  A-Cيقطع  BGالشعاع  إنبما 

    ≅ D-F    A-Cو   A-M-C إنبما  

    (51)مبرهنة   D-N ≅  A-Mو     D-N-F بحيث إن : Nنقطة مثل  .: توجد

و  45مبرهنة  ( ≻   DEFهو الشعاع المطلوب الذي يقع في داخل الزاوية  EN.: الشعاع 

  )شعاعينبين شعاع تعريف 

 ⸪D-F ≅  A-C    وD-N  ≅  A-M   وA-M-C     وD-N-F 



 :.M-C  ≅   N-F  )  50مبرهنة) 

 فيهما∆ DENو  ∆ ABMفي المثلثين  

BAC  =     ≺  BAM   ≅ ≺  EDF  = ≺ EDN    ≺ 

⸫     ≺ EDN    ≺  BAM   ≅  وA-M   ≅   D-N         وA-B  ≅   D-E   

 :.ABM    ≅   ∆ DEN   ∆     ]  SAS   ] ومن التطابق         

DEN ≅     ≺    ABM    ≺      

 يتطابقان ∆ MBCو ∆ NEFوبنفس الطريقة فان المثلثين 

 ≻   NEF ≅   ≺   MBCولذلك فان  

 ≻   ABG =   ≺    ABM    ≅  ≺   DEN =   ≺   DEHبما إن : 

 :.ABG  ≅    ≺      DEH      ≺ 

 ≻  GBC =    ≺    MBC ≅    ≺  NEF =    ≺   HEFبما إن : 

 :.GBC  ≅     ≺    HEF        ≺ 

 

 

 



 ) جمع الزوايا (/  60مبرهنة 

 اخليهما ديقعان في  EH و BGالي شعاعين زاويتين لهما على التو ≻ DEFو  ≻ ABCلتكن 

ABG  ≅   ≺    DEH     ≺ 

GBC  ≅    ≺    HEF     ≺ 

   ≻   ABC   ≅  ≺    DEF  فان

 بحيث إن  Aالتي تحتوي   BCفي جهة الخط  BMيوجد شعاع / البرهان

MBC ≅  ≺ DEF  ≺ [A14   ] 

⸪EH  في داخل يقعDEF  ≺ 

   ≻ MBCفي داخل   BN.: يوجد شعاع مثل 

    (59)مبرهنة  ≻   MBN  ≅   ≺  DEHو        ≻ NBC  ≅  ≺   HEFحيث إن : ب

 ≻     HEF  ≅   ≺  GBCولكن 

 ≺   GBC⸫   ≅  NBC  ≺     [A15 ] 

 BG = BN     (A14 ).: الشعاعين  

    ≻    MBG  =    ≺     MBN  ≅    ≺   DEH  ≅    ≺    ABGالزاوية ⸫

⸫    ABG  ≺   ≅  MBG ≺ (A15) 

   BM  =  BA     ⸫    (A14 )     

ABC  =   ≺ MBC  ≅  ≺   DEF ⸫   ≺      

ABC  ≅ ≺  DEF     ⸫    ≺ 

       

          



           D                                                    M 

       H                                              A 

                                     E          N                                     B 

          F                                       G        

                                                        C 

 طرح الزوايا ( : ) / 61مبرهنة 

  BA , FEوان الشعاعين  ≻  DBA ≅    ≺  HFEو  ≻  CBD ≅    ≺   GFH إذا كان 

 ≻  ABC  ≅ ≺   EFGعلى التوالي  فان  ≻  CBD  , ≺  GFHيقعان في داخل 

 ≻  CBD  ≅ ≺  GFH ⸪  /البرهان 

 ≻  GFHي داخل الزاوية ف   FEو إن الشعاع 

 بحيث إن     CBD≻في داخل   BIيوجد شعاع مثل  ⸫ 

 HFE  ≅   ≺    DBI ≺  وIBC ≅    EFG    [59مبرهنة)] ) 

 ≻ HFE  ≅     ≺   DBAولكن 

⸫   DBI ≅ ≺DBA ≺ A15 ] [ 

 ≻    BI  =  BA    A14 ] [    :.EFG ≅  ≺   ABC.: الشعاع 

        C                                                             G 

                                                        I 

   E               F                                             A                                      B 

     D                                                             H 

 



 

 ) مقارنة الزوايا (        

إذا وفقط إذا يوجد شعاع ≻  DEFاصغر من زاوية مثل   ≻  ABCتعريف : تكون زاوية مثل 

ويرمز لها بالرمز    ≻ HEF  ≅ ≺ ABCبحيث إن الزاوية  ≻ DEFفي داخل الزاوية  EHمثل 

ABC  <   ≺   DEF   ≺ 

 /62مبرهنة  

 فانه تتحقق واحدة مما يلي :  ≻   A  ,    ≺   Dلأي زوج من الزوايا و ليكن  

A   ≅    ≺ D   ∨    ≺  A  <  ≺    D    ∨    ≺    D  <  ≺   A    ≺ 

          H 

                          B                                                E 

                                                    

                            H                     D   G                                            A 

                                                     F    

                                                C 

 ≻ D    ≺   ≅  EDFو         ≻   A  ≺   ≅   BACالبرهان : لتكن  

   DF) جهة Eيقع في جهة النقطة  DHواحد فقط مثل يوجد شعاع   DF.: المستقيم 

 ( Eالتي تحتوي  

 HDF  ≅       ≺   BAC   ≺         [A14 ]بحيث إن : 

  DE = DH إذا كان الشعاع  

 ≻   EDF  ≅   ≺   BACفان



 ≻ D  ≅      ≺    Aأي إن : 

  DH  ≠  DEإذا كان  

 أو في خارجها .  ≻  EDFيقع في داخل الزاوية  DH.: أما الشعاع 

 ≻ HDF  ≅    ≺  BACوبما إن  ≻  EDF يقع في داخل الزاوية DHإذا كان الشعاع  

 :.BAC  <      ≺   EDF  ≺      ] من التعريف السابق[ 

      ≻  A   <  ≺    Dأي إن  

 ≻ EDFزاوية يقع في خارج ال DHإذا كان الشعاع  

 [    A14] هذا الحالة غير متحققة Eالتي لا تحتوي   DFيقع في جهة   DH.: أما الشعاع 

 Eالتي تحتوي  DF يقع في جهة   DHعندما الشعاع  

   ≻  : HDF  ≅   ≺   BACبما إن 

 ≻ BACيقع داخل الزاوية  AG.: يوجد شعاع مثل 

 (59)مبرهنة   ≻  DEF  ≅    ≺    GACبحيث إن 

 ] من التعريف السابق [         ≻  BACاصغر من الزاوية    ≻  EDF.: الزاوية 

 ≻   D   <    ≺   Aإي إن 

 

 ≻   C  < ≺  B فان ≻   A  ≅   ≺   C  ,       ≺  A  <   ≺  Bذا كان إ /63مبرهنة 

                               البرهان :               

 ≻     DBH   =    ≺  Bلتكن  

                         ≻       A   <    ≺   Bبما إن :  

 ≻ Bفي داخل الزاوية  BF.: يوجد شعاع مثل 



 التعريف السابق[    ]من  ≻  ≻    ≅ FBH A بحيث إن  

 ،     ≻  A  ≅   ≺ Cولكن  

 :.C  ≅   ≺ FBH  ≺  [A15 ] 

 :.C  <    ≺   B   ≺       ] من التعريف السابق[ 

 



 ≻  A  <   ≺  Cفان   ≻  B  ≅  ≺  Cو  ≻   A  <   ≺   Bإذا كان  /64مبرهنة 

 /البرهان 

 ≻ ECHهي   ≻ C  و ≻   DBHهي  ≻ Bلتكن   

 ≻   A  <  ≺  Bبما إن : 

 ≻  DBEداخل الزاوية  BF يوجد شعاع 

 ] من التعريف السابق [       ≻  A  ≅    ≺    FBEبحيث إن 

 ≻   B  ≅   ≺ Cو بما إن :    

 ≻   ECHفي داخل الزاوية   CI.: يوجد شعاع مثل 

 [  59]  مبرهنة        ≻    ICH    ≅       ≺   FBHبحيث إن  

 ≻   A  ≅         ≺   FBHو بما إن : 

 :.A  ≅      ≺     ICH                 ≺     [A15  ] 

 :.A  <     ≺     C      ≺    ] من التعريف السابق [ 

 . ≻   A   <     ≺    Cفان    ≻   B  <  ≺    Cو    ≻  A  <   ≺    Bإذا كان / 65مبرهنة 

 /البرهان  

 ≻  ECHهي     ≻     Cو     ≻   DBE هي     ≻  Bلتكن  

 بحيث إن  ≻   DBEفي داخل الزاوية  BF.: يوجد شعاع مثل  ≻ A   <    ≺   Bبما إن :  

FBH ≅     ≺     A   ≺   [  و بما إن  ] من التعريف السابقB  <   ≺  C   ≺ 

 ≻ ICH  ≅  ≺ Bبحيث إن    ECHفي داخل الزاوية   CI.: يوجد شعاع مثل 

 ] التعريف السابق [ 

 ( [(59] مبرهن ≻  JCH  ≅  ≺ FBEبحيث إن  ≻ ICHفي داخل الزاوية  CJ.: يوجد شعاع مثل 

   A  ≅  ≺  FBH  ≺ :.≺A  ≅      ≺     JCH        [ A15 ] بما إن :  

 



 

 [  شعاع بين الشعاعين] من تعريف    CH , CEبين الشعاعين   CIبما إن الشعاع  

 [  شعاع بين الشعاعين] من تعريف   CH , CIبين الشعاعين  CJو بما إن : 

     ≻ Cفي داخل الزاوية  CJ)أ( [.: الشعاع ((46] مبرهنة   CH , CEبين الشعاعين  CJ.: الشعاع  

 ] من تعريف شعاع بين شعاعين [

⸪ A ≅     ≺  JCH  ≺ 

 :.A<  ≺C  ≺     [السابق] من تعريف 

 ) إعادة براهين مبرهنات إقليدس (       

 /66مبرهنة 

                         A-B  ≅   A-Cإذا كان    ABCفي المثلث 

    A-C-G   ,  A-B- Fنقطتان بحيث إن    F,Gو 

             BCG   ≅  ≺   CBF  ≻     وACB   ≺ ≅   ≺   ABC فان 

   ] [ SSS  /67مبرهنة 

إذا كانت ثلاث أضلاع من مثلث تطابق على التوالي ثلاثة أضلاع من مثلث آخر فان المثلثين  

   A               H                   D                                       متطابقان .                         

 البرهان :

                                               مثلثين فيهما :    DEFو    ABCليكن 

A-B  ≅  D-E  A-C  ≅  D-F   ,             F              B                         C     E                  

B-C  ≅  E-F       و باستخدام مبرهنةSAS) ًلبرهان تطابق المثلثين أعلاه يجب إن نبرهن زوجا )

        ≻   ABC  ≅     ≺    DEFواحداً من الزوايا متطابقة ولتكن 

  ئهطانفرض إن العبارة خ

 ( [(62] مبرهنة     ≻  DEF  <    ≺  ABCأو     ≻   ABC  <   ≺   DEF.: أما 

 ≻  DEF   <    ≺    ABCنفرض  

  G    

   



] من تعريف   ≻  DEF ≅ ≺ GBCبحيث إن  ≻ ABCداخل الزاوية  BG.: يوجد شعاع مثل 

 زاوية اصغر من زاوية [

  D-E ≅  B-H   [ A11 ]بحيث إن   BGعلى الشعاع  H.: توجد نقطة مثل 

  E-F  ≅   B-Cو بما إن :   

 :.HBC   ≅   ∆   DEF   ∆    [ SAS ]    

   H-C  ≅   D-Fو من التطابق :  

  D-F  ≅    A-C    :.H-C   ≅    A-C     [ A12 ]بما إن : 

   BCبنفس الجهة من    A , H، و بما إن    H-B  ≅   A-Bو بالمثل

 :.A = H     [A11 ]  

 :.ABC  ≅      ≺    DEF    ≺  وهذا تناقض      

 ≻  ABC  <   ≺     DEFو بنفس الطريقة إذا كانت  

 :.ABC  ≅  ≺  DEF   ≺  و إن المثلثينABC , DEF     متطابقان[ SAS ]   

   [ ASA ] / 68 مبرهنة

إذا كانت زاويتان وضلع مشترك بينهما في مثلث تطابق على التوالي زاويتان و ضلع مشترك 

 بينهما في مثلث آخر فان المثلثين متطابقان .  

 A                                  D             البرهان :                                   

 مثلثان فيهما الزاوية  DEFو     ABCليكن 

DFE  ≅  ≺ ACB   ≺                                                               وG    G 

DEF   ≅ ≺    ABC   ≺ و 

E-F   ≅    B-C                             B                            C    E                              F 

 متطابقان   ∆  DEF  ,   ∆   ABCالمطلوب هو 

 ≅D-E    A-Bيجب ان نبرهن بان  SASوباستخدام مبرهنة 

   D-Eلا تطابق     A-Bإن اي  العبارة خاطئة  نفرض



 [ (52)] مبرهنة     A-B  <  D-Eأو     D-E  <  A-B.: أما 

  D-E  <  A-Bعندما 

   D-E  ≅  B-Gو     A-G-Bحيث إن   G.: توجد نقطة مثل 

 ] من تعريف قطعة اصغر من قطعة [    

 ≻ DEF   ≅     ≺    GBCو     B-C  ≅   E-Fوبما إن :

 :.DEF   ≅    ∆ GBC  ∆            مبرهنة [SAS ] 

 ≻  ACB  ≅   ≺   DFEولكن    ≻  DFE   ≅   ≺  GCBو من التطابق 

ACB  ≅  ≺    GCB ≺    [ A15 ] 

على الشعاع   Gونقطة   CBعلى الشعاع   Bونقطة   CAعلى الشعاع   Aو بما إن توجد نقطة 

CG  و الترتيب هوA-G-B     

 [  (45)] مبرهنة       CB , CAبين الشعاعين   CG.: الشعاع 

 ] من تعريف شعاع بين شعاعين [       ACBفي داخل الزاوية  CG.: الشعاع 

 GCB <    ≺   ACB ≺ [A15]و  ≻ ACBفي داخل الزاوية    CGالآن بما إن يوجد شعاع مثل

 GCB  <     ≺   ACB ≺      ] من تعريف زاوية اصغر من زاوية [ 

 [ (62)و هذا تناقض مع  ] مبرهنة 

   A-B   <   D-Eوبنفس الطريقة إذا كانت 

  :.A-B   ≅  D-E    

 [ (SAS)] مبرهنة      ∆   DEF   ≅  ∆   ABCو 

 

 



 A-Bفالزوايا التي تكون القطعة  A,Bتعريف/ اذا قطع مستقيمين بقاطع في نقطتين مختلفتين 

كجزء من ضلع تدعى زوايا داخليه وتدعى الزوايا الاخرى زوايا خارجيه,الزاويتان اللتان 

وفي نفس الجهه من القاطع احدهما داخلية والاخرى خارجية  A,Bيكون راسيهما النقطتين 

تدعيان زاويتان متناظرتان ,زاويتان غير متجاورتين على جهتي القاطع المتعاكستين وكل 

 منهما داخلية تدعيان زاويتين داخليتين متبادلتين 

 

 

 

 

 

تان فان اذا قطع مستقيمين بقاطع وكانت الزاويتان المتناظرتان متطابق /73مبرهنة 

 المستقيمين لايتقاطعان 

 البرهان /

 على التوالي  A,Bفي النقطتين  l,mمستقيم اخر يقطع  kمستقيمين و I,mليكن 

           E-A-B بحيث ان kنقطة اخرى على  Eو mنقطة اخرى على  Dو lنقطة اخرى على  Cلتكن 

 رتين ومتطابقتين ظمتنا  ≻ ABDو  ≻  EACالزاويتان  ⸫

 متبادلتين   ≻  ABDو ≻  FABفتكون الزاويتان  F-A-Cبحيث ان  lنقطة على  Fلتكن 

 راسيتان ≻ EAC و ≻  FAB وان الزاويتان 

⸪ ABD  ≺ ≅ EAC  ≺ 

 (58من مبرهنة  2)نتيجه  ≻ FAB ≺ ≅ EAC و

⸫ ABD  ≺ ≅ FAB ≺ (A15) 

()اذا قطع مستقيمين بقاطع وكانت الزاويتان 72)مبرهنة لايتقاطعان  l,mالمستقيمين  ⸫

 الداخليتان المتبادلتان متطابقتان فان المستقيمين لايتقاطعان(

 



                         l                  E               F 

                                   C             A 

 

                           m      D            B 

اذا قطع مستقيمين بقاطع وكانت الزاويتان الداخليتان في نفس الجهه من  /74مبرهنة 

 القاطع متكاملتين فان المستقيمين لايتقاطعان

 البرهان/

 على التوالي  A,Bفي النقطتين  l,mمستقيم اخر يقطع  kمستقيمين و I,mليكن 

 mنقطة اخرى على  Dو lنقطة اخرى على  Cلتكن 

⸫ ABD ≺ وCAB ≺متكاملتين 

 ≻ EACو ≻ CABاي ان الزاويتان  E-A-Bبحيث ان  kنقطة اخرى على  Eلتكن 

 يكونان زوجا خطيا 

⸫ CAB ≺  وEAC ≺  (57متكاملتين )مبرهنة 

⸪ABD ≺ وCAB ≺و   متكاملتين⸪ CAB ≺ ≅ CAB ≺ (A15) 

⸫   EAC ≺ ≅ ABD ≺  (58مبرهنة  1)نتيجة 

 اي ان الزوايا المتناظرة متطابقة 

 (73لايتقاطعان )مبرهنة  m,lالمستقيمان  ⸫

نقطة  Cفانه تدعى  A-C≅ C-B و  A-C-B نقطة بحيث ان   Cتعريف / اذا كانت 

 . A-Bمنتصف القطعه 

تدعى نصف  C-B و A-Cفان كل من  A-Bنقطة منتصف القطعة  Cتعريف/ اذا كانت 

   A-Bالقطعة  

 انصاف القطع المتطابقه تكون متطابقة /80مبرهنة 

 اذا وفقط اذا كان  AOB  ≻ينصف  ODزاوية ,يقال بان  AOB  ≻تعريف /لتكن 

1)  D  تقع قي داخل≺  AOB 



2)  ≺  AOD  ≅ ≺  DOB 

 تدعيان نصفي    AOD  ≻و DOB  ≻فان  AOB  ≻منصف  ODتعريف/ اذا كانت 

≺  AOB 

 انصاف الزوايا المتطابقة تكون متطابقة /83مبرهنة 



  قوائمالغير الزوايا القوائم والزوايا 

ها تدعى زاوية قائمة, الزاوية التي تكون اصغر من زاوية تطابق مكملتتعريف/ الزاوية التي 

 وليست حادة تدعى زاوية منفرجة قائمة تدعى زاوية حادة , اي زاوية هي ليست قائمة

 اي زاوية حادة تكون اصغر من اي زاوية منفرجة  /84مبرهنة 

 زاوية منفرجة  ≻ DEFزاوية حادة ,  ≻  ABCالبرهان/ لتكن 

 ≻ DEF  ≺ <  ABC  يجب ان نبرهن بان

 نفرض ان العبارة خاطئة 

 (62)مبرهنة  ≻  >ABC ≺ DEFاو    ≻ DEF  ≺ ≅  ABCاما   ⸫

  ≻ DEF  ≺ ≅  ABCعندما  

⸫ DEF  ≺ ( 64من التعريف السابق ومبرهنة زاوية حادة) وهذا خلاف الفرض 

  ≻  >ABC ≺ DEFعندما  

⸪ ABC ≺ زاوية حادة  

⸫ ABC ≺  )تكون اصغر من زاوية قائمة )التعريف السابق 

⸫ DEF  ≺  (65تكون اصغر من زاوية قائمة )مبرهنة 

⸫ DEF  ≺ ( ذا خلاف الفرضوههي زاوية حادة) 

⸫ DEF  ≺ <  ABC ≺ 

 كل الزوايا القوائم تكون متطابقة /88مبرهنة 

 زاويتين متطابقتين وتكونان زوجا خطيا  ≻ DBC و ≻ DBA البرهان/ لتكن

 زاويتين متطابقتين وتكونان زوجا خطيا  ≻ HFG و ≻ HFE ولتكن

  ≻ HFE ≺  ≅   DBA  يجب ان نبرهن ان  

 نفرض ان العبارة خاطئة 

 (62مبرهنة )   ≻ DBA ≺   <  HFE   او  ≻ HFE ≺  <   DBAاما  ⸫

    ≻ DBA ≺   <  HFEعندما  



 بحيث ان  ≻ DBAيقع في داخل  BIيوجد شعاع  ⸫

HFE ≺  ≅   ABI ≺ (يةمن تعريف زاوية اصغر من زاو) 

⸫ HFG ≺  ≅   IBC ≺ ( 58من مبرهنة  1نتيجة) 

  ≻ HFE ≺  ≅   HFGولكن 

⸫ ABI ≺  ≅  IBC ≺  (A15) 

⸪ DBA ≺   ≅ DBC ≺ BI  يقع في داخلDBA ≺ 

 (59مبرهنة ) JBC ≺ ≅ ≺ABIبحيث ان  ≻ DBCيقع في داخل  BJيوجد شعاع  ⸫

 ≻ ABI ≺  ≅  IBCولكن 

⸫ JBC ≺ ≅  IBC ≺ (A15) 

 A14ولكن هذا يناقض 

 ≻ HFE ≺  <   DBAس الطريقة نصل الى تناقض عندما  وبنف

⸫ HFE ≺  ≅   DBA ≺  

 

                             H                                              D 

                                                                J                           I 

 

 

           G                F               E              C            B               A 

 متعامدين اذا وفقط اذا كانت لهما نقطة بداية مشتركة وان دعيانتعريف/ شعاعان مختلفان ي

ما تكون زاوية قائمة . يستعمل هذا التعريف في حالة المستقيمات ونة من اتحادهالزاوية المتك

 ا بنقطة او لهما نقطة نهاية مشتركة .والقطع ايضا وفي حالة القطع يشترط ان يشترك

  OA ⊥ OBبالرمز  OBو OAز للشعاعين المتعامدين يرم

 O-A ⊥ O-Bو  OA ⊥ OBويستعمل كذلك الرمز لمايلي  
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